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 نیازآشنایی و پیش

رها در ادر ابتدا باید عرض شود که در این جا قصد بررسی تفصیلی مقاطع مخروطی و توضیح آن چیزهایی که شاید ب

می شود که مطالبی شاید ککتب مختلف مبنی بر اثبات روابط ساده حاکم بر مقاطع مخروطی هست، را نداریم. سعی می

یاز اجمالی نچه که باید به عنوان پیشتر به مقاطع مخروطی، خدمت شما ارائه شود. بدین منظور آنتر و یا نگاهی تازهتازه

متن در دو قسمت بررسی مقاطع مخروطی از دیدگاه ریاضی  آید.خر این قسمت میدانست، در آ مخروطی به مقاطعراجع

گونه برای حالت پیوست مانده به آخریکیاه مکانیک سماوی است. هم چنین قسمت یا هندسی و مقاطع مخروطی از دیدگ

ممکن دار ستاره با عناوینمطالب کند.مندان قرار داده شده است که مقاطع مخروطی را در فضای مختلط بررسی میعلاقه

  های بعدی شما قرار بگیرند.است تا حدودی دشوار باشند و بنابراین ممکن است در اولویت

 نجوم )شاید تا مرحله دو( به صورت زیر است: المپیاد های پیشنهادی ما برایسر فصل

 مقدمه –نیاز آشنایی و پیش -

 اش به جز ؛مقاطع مخروطی: همه -

𝐴𝑥2و نکاتی مهم در استفاده از   𝑦0و  𝑥0پیدا کردن  -مخروطی در دو بعد و سه بعد معادله کلی مقاطع  + 𝐵𝑥𝑦 +

𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = نکاتی مهم در استفاده از  معادله مقطع  و  𝜃و   𝑦0   ،𝛼 پیدا کردن – در دو بعد  0

 در سه بعدروشی عملی و محاسباتی برای پیدا کردن مشخصات مقطع مخروطی -مخروطی در سه بعد

 هم اختیاری است. اگر توانستید آن را بخوانید. "دو روش برای یافتن معادله مقطع مخروطی در دو بعد"بخش  -

 "نگاه به مقاطع مخروطی در فضای مختلط"اش به جز : همهمکانیک مقاطع مخروطی -

تقریب و اختلال( به های مناسب )قسمتی از علم نیاز دانش تقریب زدن تا مرتبهچنین بهتر است با پیشهم -

 بپردازید. "استخراج معادله زمان سهمی از معادله کپلرِ بیضی"مطالعه قسمت 

 د.مهم شما قرار گیر های بخش زمان در مدار در قسمت مسائل در اولویتحل سؤال -

کنیم  بیان میدر ابتدا تعریفی از مقاطع مخروطی  داریم. را نامه قصد بررسی کمی و کیفی مقاطع مخروطیدر این درس

 به این صورت که :

 به شکل های حاصل از قطع دادن یک صفحه با یک مخروط راست مقاطع مخروطی گوییم.

ی نیم رأس شناسیمش گویند! مخروط راست مخروطیست که زاویهمخروط راست: به مخروطی که معمولاً همه می

ای را عمود بر محور مخروط مخروطی که اگر صفحهها مختلف مخروط برابر باشد.به عبارتی دیگر به مخروط برای یال

 از آن عبور دهیم، شکل حاصل از تقاطع یک دایره باشد.
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 ای در فضا داشته باشیم و یکهای مختلفی داشته باشد.مثلاً این که اگر نقطهو اما مخروط غیر راست می تواند مثال

، آنگاه گذرد(محور تقارن عمود بر سطح دایره از نقطه نمی دایره هم در جای دیگری از فضا داشته باشیم )که البته لزوماً 

ه ساختهای مختلف مربوط ای که داریم به تک تکِ نقاط روی محیط دایره خط وصل کنیم، آنگاه یالز نقطها اگر ما

 گیرد. در این جا باید گفت که لزومی ندارد این مخروط، راست باشد.شود و مخروطی شکل میمی

معروف مقاطع مخروطی که  یهاای از مخروط عبور دهیم، همان شکلببنیم که آیا واقعاً اگر صفحه حال می خواهیم

 شود یا خیر.شناسیم از جمله بیضی و سهمی و هذلولی حاصل میمی

 گوییم با خلاقیت بیشتر!تر میکنیم، سپس حلی سادهتر میدر ابتدا حلی با محاسبات پیچیده

 های دوران یافته. ول مقدماتی گفته شود؛ از جمله تبدیل مختصات دستگاهو اما برای حل لازم است ا

 و اما قبل از مقدمه، پیش نیازها:

 معادله مقاطع مخروطی در دستگاه دکارتی:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :هذلولی
𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1 

1F 2F 

:بیضی
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 

:سهمی 𝑦 =
𝑥2

4𝑝
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 مختصات قطبی:در دستگاه 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑟بیضی =

𝑎(1 − 𝑒2)

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

      
 

𝑟سهمی =
2𝑝

1 + cos 𝜃

     

𝑟هذلولی =
𝑎(𝑒2 − 1)

1 + 𝑒 cos 𝜃

 

 :و با تعاریفِ 

𝑏بیضی
2 = 𝑎2(1 − 𝑒2) 

𝑏هذلولی
2 = 𝑎2(𝑒2 − 1) 

 دهیم:نشان می 𝛽را با  هذلولی ی دو مجانبنصف زاویه

β = cos−1(
1

𝑒
) 

 اثبات خواهید کرد. 1ی بالا را در مسئله رابطه
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 مقدمه

داریم که مبدأش  'X'Y'Zداریم. دستگاه مختصات پریم داری چون  XYZکنیم که یک دستگاه مختصات اولیه فرض می

خواهیم ای دلخواه گشته است. میبا مبدأ دستگاه قبل یکیست ولی فقط حول محوری دلخواه در فضا به میزان زاویه

چگونه مختصات همان نقطه را در دستگاه مختصات پریم دار  ای در دستگاه اول را داشتیمببینیم اگر مختصات نقطه

چگونه برسیم به این که  zو  yو  xو با داشتن  P(x',y',z')آن گاه چگونه بنویسیم  P(x,y,z)بیابیم. یعنی اگر داشتیم 

x'  وy'  وz' کنیم بردار مکانی داریم به نام چیستند. برای این کار فرض می𝑟 ن پریم به صورت:در دستگاه مختصات بدو 

𝑟 = 𝑥�̂� + 𝑦𝑗̂ + 𝑧�̂� 

تصویر  z و yو  xکنیم.این که ایم استفاده میحال از آن چیزی که شاید به صورت بدیهی در ناخودآگاهمان قبول کرده

را خواستیم باید تصویر بردار مکان را روی سه محور  'zو  'yو  'xهستند. پس اگر  Zو  Yو  Xبردار مکان روی سه محور 

X'  وY'  وZ' .یعنی : بیابیم 

𝑥′ = 𝑟. 𝑖′̂ = 𝑥(�̂�. 𝑖′̂) + 𝑦(𝑗̂. 𝑖′̂) + 𝑧(�̂�. 𝑖′̂) 

𝑦′ = 𝑟. 𝑗′̂ = 𝑥(�̂�. 𝑗′̂) + 𝑦(𝑗̂. 𝑗′̂) + 𝑧(�̂�. 𝑗′̂) 

𝑧′ = 𝑟. 𝑘 ′̂ = 𝑥(�̂�. 𝑘 ′̂) + 𝑦(𝑗̂. 𝑘 ′̂) + 𝑧(�̂�. 𝑘 ′̂) 

 یا به عبارت ماتریسی:

[
𝑥′

𝑦′

𝑧′
] = [

(�̂�. 𝑖′̂) (𝑗̂. 𝑖′̂) (�̂�. 𝑖′̂)

(�̂�. 𝑗′̂) (𝑗̂. 𝑗′̂) (�̂�. 𝑗′̂)

(�̂�. 𝑘 ′̂) (𝑗̂. 𝑘 ′̂) (�̂�. 𝑘 ′̂)

] [
𝑥
𝑦
𝑧
] 

ها به آن اشاره شده است برای حفظ شدن ماتریس دوران، دینامیک کلاسیک ذرات و سیستمیافتی جالب که در کتاب ره

 کنیم:به این صورت است که تعریف می

𝜆𝑖𝑗 = cos(𝑖
′, 𝑗) 

 Zو  Yو  Xکنیم.هم چنین محورهای ی بدون پریم اندیس دوم استفاده میی پریم دار اندیس اول و مؤلفهیعنی از مولفه

نامیم و از این به بعد کارمان راحت است چرا می 3'و0'و 1'را به ترتیب  'Zو  'Yو  'X و محورهای 3و 0و 1را به ترتیب 

ها سها، می توانیم از جبر ماتریکه به جای استفاده از روابط جبری شاید بعضاً پیچیده و برداری برای تبدیل مختصات

تواینم آید که بخواهیم از چند تبدیل استفاده کنیم و به راحتی میکمکمان میبهره بگیریم.به خصوص این جبر موقعی به 

 ها را در هم ضرب ماتریسی کنیم.حال داریم:ماتریس
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[

(�̂�. 𝑖′̂) (𝑗̂. 𝑖′̂) (�̂�. 𝑖′̂)

(�̂�. 𝑗′̂) (𝑗̂. 𝑗′̂) (�̂�. 𝑗′̂)

(�̂�. 𝑘 ′̂) (𝑗̂. 𝑘 ′̂) (�̂�. 𝑘 ′̂)

] = [

𝜆11 𝜆12 𝜆13
𝜆21 𝜆22 𝜆23
𝜆31 𝜆32 𝜆33

] 

ت. که اندیس اول هر درایه نمایشگر سطر درایه است و اندیس تر اسمسلماً به خاطر سپردن ماتریس سمت چپ راحت

 دوم نمایشگر ستون است.

 مقاطع مخروطی -1

 یافت تحلیلیره

ی رأس آن است و نقطه Zمخروط راستی داریم که محور آن محور  XYZکنیم که در دستگاه فرض میاین مقدمه،  با

ای از مخروط اگر  zکنیم. چون که در هر فرض می 𝛼ی نیم رأس مخروط را چنین زاویههم مبدأ مختصات است.

های های مختلف، شعاعzرد دهیم از مخروط، مقطع به دست آمده دایروی خواهد بود فقط به ازای  XYای موازی صفحه

 شود:باشند. پس معادله مخروط راست میدوایر مختلف می

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 tan2 𝛼 

است.)این فرض اخیر   ZYی سازد و عمود بر صفحهمی 𝜃ی زاویه XYی با صفحهگیریم که ای را در نظر میصفحه حال

 Zکنیم صفحه، محور کند(. هم چنین فرض میای وارد نمیبه کلیت مسأله ضربه Zبه خاطر تقارن مخروط حول محور 

 𝜃زاویه  Yبا محور که  YZی ی خطی در صفحهای در فضا می شود معادلهی چنین صفحهقطع کنند. معادله 0zرا در 

عمود است لذا به ازای  YZنامیم( بر صفحه می pی مورد نظر )آن را . این حرف چرا درست است؟ چون صفحهسازدمی

y  وz  مشخص، هرx تواند داشته باشد و قیدِ خط فقط روی ای میy  وz ی شود. از این رو معادلهآن ظاهر میp 

 شود:می

𝑧 = 𝑧0 + 𝑦 tan𝜃 

ی فصل مشترک برسیم. ولی قبل از آن ترجیح و مخروط را با هم ادغام کنیم  به معادله pی حال کافیست که معادله

قرار گرفته و  0zو در  Zای را اختیار کنیم به طوری که مبدأش روی محور دهیم که دستگاه مختصات دوران یافتهمی

زاویه  𝜃به اندازه  Zبا  'Zزاویه دارد و محور  Yبا  𝜃به اندازه  'Yحور بالاتر از آن و م 0zی و به اندازه Xموازی  'Xمحور 

به اندازه  'Xدادیم و سپس حول محور  Zدر راستای  0zدارد. به عبارتی دیگر، ابتدا دستگاه اولیه را یک انتقال به اندازه 

𝜃 أش با کنیم که مبدبه صورت پادساعتگرد چرخاندیم. حال دستگاه مختصات سوم را دستگاه مختصاتی تعریف می
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هم چنین است. نچرخیده و به صورت اولیه باقی مانده 'Xحول  𝜃 دار یکیست ولی دیگر دستگاه سوم به اندازه زاویهپریم

 بین دستگاه دوم و سوم داریم: برای تبدیلات کنیم.( استفاده می''ها از )به جای پریم برای مؤلفه

[
𝑥′

𝑦′

𝑧′
] = [

1 0 0
0 cos 𝜃 sin 𝜃
0 −sin 𝜃 cos 𝜃

] [
𝑥′′

𝑦′′

𝑧′′
] 

 و هم چنین بدیهی است که :

𝑥′′ = 𝑥 

𝑦′′ = 𝑦 

𝑧′′ = 𝑧 − 𝑧0 

 داریم: برای مقطع مشترک دار چیست.و مخروط برای دستگاه پریم pی مقطع تقاطع حال کار ما اینست که ببینیم معادله

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 tan2 𝛼 = (𝑧0 + 𝑦 tan𝜃)
2 tan2 𝛼

= 𝑧0
2 tan2 𝛼 + 𝑦2 tan2 𝜃 tan2 𝛼 + 2𝑦𝑧0 tan 𝜃 tan

2 𝛼 

تگاه دانیم که چون دسها را به پریم دار تبدیل کنیم.هم چنین میاند و ما باید آنها بدون پریمدر این معادله همه ی مؤلفه

برابر است و مبدأش در  pبا زاویه شیب  XYی شیبش نسبت به مختصات پریم دار را طوری تعریف کردیم که زاویه

 در ادامه: z'=0ی نقاط سطح مقطع مشترک داریم: کند لذا برای همهرا قطع می Zمحور  pهمان جایی قرار دارد که 

[
𝑥′

𝑦′

𝑧′
] = [

1 0 0
0 cos 𝜃 sin 𝜃
0 − sin 𝜃 cos 𝜃

] [

𝑥
𝑦

𝑧 − 𝑧0
] = [

𝑥
𝑦 cos 𝜃 + (𝑧 − 𝑧0) sin 𝜃

−𝑦 sin 𝜃 + (𝑧 − 𝑧0) cos𝜃
] 

 با توجه به فرض گفته شده:

𝑦 sin 𝜃 = (𝑧 − 𝑧0) cos 𝜃 ⟹ 𝑦′ =
(𝑧 − 𝑧0) cos 𝜃

sin 𝜃
cos 𝜃 + (𝑧 − 𝑧0) sin 𝜃

=
(𝑧 − 𝑧0)

sin 𝜃
⟹ 𝑧 = 𝑧0 + 𝑦

′ sin 𝜃  ⟹ 𝑦 =
𝑦′ sin 𝜃 cos 𝜃

sin 𝜃
= 𝑦′ cos 𝜃 

ال ح )چگونه؟( شد به دست آورد.البته نتایجی را که در بالا به دست آوردیم به طور شهودی بدون ماتریس دوران هم می

 کنیم:ها میپریمنا جایگزین بدور رداهای پریممؤلفه

𝑥′2 + 𝑦′2 cos2 𝜃

= 𝑧0
2 tan2 𝛼 + 𝑦′

2
cos2 𝜃 tan2 𝜃 tan2 𝛼 + 2𝑦′𝑧0 cos 𝜃 tan𝜃 tan

2 𝛼

= 𝑧0
2 tan2 𝛼 + 𝑦′

2
sin2 𝜃 tan2 𝛼 + 2𝑦′𝑧0 sin 𝜃 tan

2 𝛼 
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 ایم.ولی کمی زیباسازی نیاز دارد:ی مقطع در دستگاه پریم دار و ما به هدف خود رسیدهشود معادلهمی این

𝑥′2 + 𝑦′2(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼) − 2𝑦′𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼 = 𝑧0

2 tan2 𝛼 

𝑥′2

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
+ 𝑦′2 −

2𝑦′𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)

=
𝑧0
2 tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
 

 توان به صورت مربعی کامل درآورد:طرف چپ تساوی را می 'yت مربوط به قسم

𝑥′2

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)

+ [𝑦′2 −
2𝑦′𝑧0 sin 𝜃 tan

2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
+

𝑧0
2 sin2 𝜃 tan4 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2
]

−
𝑧0
2 sin2 𝜃 tan4 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2
=

𝑧0
2 tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
 

𝑥′2

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
+ (𝑦′ −

𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
)

2

=
𝑧0
2 tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
+

𝑧0
2 sin2 𝜃 tan4 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

=
𝑧0
2 tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
(1 +

sin2 𝜃 tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
)

=
𝑧0
2 tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
(

cos2 𝜃

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
)

=
𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2
 

 کنیم:جا به بعد مسئله را به سه قسمت تقسیم بندی میاز این

1- tan 𝜃 <
1

tan𝛼
 

0- tan 𝜃 =
1

tan𝛼
 

3- tan 𝜃 >
1

tan𝛼
 

cos2به ازای حالت اول داریم:                                       𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼 > 0 
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 نویسیم:بار دیگر معادله مقطع مخروطی را می

𝑥′2

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
+ (𝑦′ −

𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
)

2

=
𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2
   ⟹   

𝑥′2

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼).
𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

+
(𝑦′ −

𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
)
2

𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

= 1 

 هم که که همیشه مثبت است. آیا معادله زیر برای شما آشنا نیست؟ 'yشود و مخرج مثبت می 'xمخرج  1به ازای حالت 

𝑥′2

𝑎2
+
𝑦′
2

𝑏2
= 1 

ها  yدر راستای مثبت محور  y'0 ی یک بیضی است.اگر بیضی را به اندازهدانید این معادلهلاً میهمان طور که احتما

 شود:حرکت دهیم بدیهی است که معادله می

𝑥′2

𝑎2
+
(𝑦′ − 𝑦′0)

2

𝑏2
= 1 

است. در اینجا فعلاً از کلمات نیم قطر  yدر راستای  نیم قطر بیضی 𝑏و  'x نیم قطر بیضی در راستای 𝑎ها که در آن

بزرگ و کوچک استفاده نکردیم چرا که ممکن است دردسرساز باشد! اگر از شما بپرسیم که خروج از مرکز بیضی چیست 

 شاید پاسخ خواهید داد:

𝑏2 = 𝑎2(1 − 𝑒2) ⟹ 𝑒 = √1 −
𝑏2

𝑎2
 

 بود چه؟ مسلم است که جواب شما که البته منطقی هم هست خواهد بود: 𝑎تر از بزرگ 𝑏خوب، اگر 

𝑒 = √1 −
𝑎2

𝑏2
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𝑏2نمیتوانیم از فرمول معروف  'yو  'xبینیم که به صرف دانستن ضرایب زیر پس می = 𝑎2(1 − 𝑒2)  استفاده

 کنیم و اول باید ببینیم کدام طول بیشتر است و بعد:

𝑒 = √1 −
نیم قطر کوچک

2

نیم قطر بزرگ
2  

 داریم:

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼) = cos2 𝜃 (1 − tan2 𝜃 tan2 𝛼) 

tanدر حالت مورد بحث  𝜃 tan𝛼 < cos2لذا    1 𝜃 (1 − tan2 𝜃 tan2 𝛼) < 1 

 است پس: 'yتر از مخرج کوچک'x یعنی مخرج 

𝑒 = √1 − (cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼).

𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

= √1 − (cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼) = √sin2 𝜃 (1 + tan2 𝛼)  

𝑒 =
sin 𝜃

cos 𝛼
 

cos2کنیم:             حال حالت دو را بررسی می 𝜃 = sin2 𝜃 tan2 𝛼                           

 ی تقسیم ناشده یعنی:شود لذا باید از فرم اولیهاز جهتی که مخرج صفر می

𝑥′2 + 𝑦′2(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼) − 2𝑦′𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼 = 𝑧0

2 tan2 𝛼 

 شود:استفاده کنیم که می

𝑥′2 − 2𝑦′𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼 = 𝑧0

2 tan2 𝛼 ⟹ 𝑦′

=
𝑥′2

2𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼

−
𝑧0
2 tan2 𝛼

2𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼

 

 :دقت کنیم گذردای که از مبدأ مختصات میی سهمیاگر به معادله

𝑦′ =
𝑥′2

4𝑝
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حرکت  'Yدر راستای مثبت محور  '0yبینیم که اگر کل سهمی را به اندازه طول حضیض سهمی است، می 𝑝که در آن 

 دهیم داریم:

𝑦′ =
𝑥′2

4𝑝
− 𝑦′

0
 

 ای است که در آوردیم لذا مقطع مخروطی به دست آمده یک سهمی است.که فرمش شبیه معادله

cos2در حالت سوم داریم:                                        𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼 < 0 

 ت و لذا داریم:منفی اس 'xگوید در این حالت مخرج که می

−
𝑥′2

(sin2 𝜃 tan2 𝛼 − cos2 𝜃).
𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

+
(𝑦′ −

𝑧0 sin 𝜃 tan
2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)
)
2

𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

= 1 

 ی بالا ما را به یاد:حال دو تا مخرج مثبتند. معادله

−
𝑥′2

𝑎2
+
(𝑦′ − 𝑦′

0
)2

𝑏2
= 1 

است. برای خروج از مرکز هذلولی  yور ها روی محیک هذلولی است که خط واصل مبدأ و حضیضی اندازد که معادلهمی

چه کنیم؟ آیا اینجا هم این محدودیت را داریم که نسبت طول کوچک به طول بزرگ را حساب کنیم؟ مسلماً نه. چون 

 که در حالت هذلولی داریم:

𝑏2 = 𝑎2(𝑒2 − 1) ⟹ 𝑒 = √1 +
𝑏2

𝑎2
 

 𝑎شود! پس در اینجا دقیقاً همان جهات مهم هستند. یعنی بینیم که زیر رادیکال دیگر به منفی شدن تهدید نمیو می

 𝑎ی ما، راستای عمود بر آن است.پس در مسئله 𝑏 کند و را به هم وضل می به راستایی است که دو حضیض مربوط

به . 'xشود مربوط به مخرج می 𝑏 اند( و  'Yها در راستای ضحضی به طور شهودی )چرا که 'yشود مربوط به مخرج می

 :یعبارت دیگر وقتی معادله
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𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1 

 را نوشتیم و سپس از

𝑏2 = 𝑎2(𝑒2 − 1) 

(، به صورت ضمنی این کار را کردیم؛ دیدیم علامت پشت 𝑏فاده کردیم برای به دست آوردن طول مشخصه عمودی )تاس

ها مثبت است و ضریب گذاشتیم و کدام یک از مختصه 𝑏های ما منفی است، ضریب مخرج آن را کدام یک از مختصه

درست استفاده کنیم باید  𝑎بر حسب  𝑏معادله طور است. اگر بخواهیم از گذاشتیم. در این جا هم همین 𝑎مخرج آن را 

علامت منفی است، در نتیجه مخرج زیر  𝑥2طبق بیان بالا تعریف خود را درست کنیم. پس حال که در این مسئله پشت 

𝑥2  برابر است با𝑏2  و مخرج زیر𝑦2  برابر است با𝑎2. نتیجه در: 

𝑒 = √1 + (sin2 𝜃 tan2 𝛼 − cos2 𝜃).

𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

𝑧0
2 cos2 𝜃  tan2 𝛼

(cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼)2

= √sin2 𝜃 (1 + tan2 𝛼)  

𝑒 =
sin 𝜃

cos 𝛼
 

ی خروج از مرکز هذلولی با فرم خروج از مرکز بیضی یکی شد و در واقع با خروج از مرکز معادلهجالب است که فرم 

 سهمی هم یکی است؛ در حالت سهمی داریم:

tan 𝜃 tan𝛼 = 1 ⟹  𝜃 =
𝜋

2
− 𝛼 ⟹ sin 𝜃 = cos𝛼 

𝑒پس اگر از فرمول   =
sin𝜃

cos𝛼
𝑒استفاده کنیم به درستی به ما   =  دهد.را نتیجه می 1

روج شود( و برای ختر میملموسبرایمان رسیم که عملاً مقاطع مخروطی از یک جنسند)چیزی که بعداً میبه این نتیجه 

 از مرکز هر نوعی از مقطع مخروطی داریم:

 

 

 

𝑒 =
sin 𝜃

cos𝛼
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 یافت هندسیره

گیریم. مخروطی دو طرف را در نظر تر را پیش مییافتی سادهحال ره

ا قسمت )فعلاً ب شود و هم رو به پایینباز میبگیرید.یعنی هم رو به بالا 

نسبت به افق با  𝜃ای را با زاویه . فرض کنید صفحهپایینش کار داریم(

دهیم. سپس دو کره را طوری بر قسمت داخلی مخروط مخروط قطع می

ی متمایل هم مماس باشند. ها بر صفحهکنیم که کرهمماس می

دانیم حال می نامیم.می 2Fو  1Fرا  pهای مماس شدن بر صفحه نقطه

یک سری  pکه مقطع مشترک یا به عبارتی مقطع تقاطع مخروط و 

که در هایی منحنیکنیم.برده انتخاب میرا از نقاط نام Qای به نام هستند.حال فرضاً نقطه pشوند که روی نقطه می

خواهشاً توجه کنید که شکل از کنار است و  ها با مخروطند.نقاط تماس کره (bو  a)ها کشیده شده استشکل، روی کره

Q ای است که هم روی مخروط است و هم روی نقطهp 1. ولیF  2وF  تنها رویp  هستند. حال اگر بخواهیم ازQ  به

شود را ی بالایی مماس میبه کره Qخطی که از .از این به بعد پارهشودخط قرمز رنگ میدو کره مماس کنیم قطعاً پاره

گر دانیم که انامیم. میمی "تکه پایینی قرمز"شود را به کره پایینی مماس می Qخطی که از و پاره "بالایی قرمز تکه"

ها با هم برابر است و در واقع مخروطی از خططول آن پاره ای مماس کنیمهایی را بر کرهخطاز یک نقطه خواستیم پاره

. از طرفی دیگر، هم 1Q Fی بالایی مماس است و هم بالایی قرمز بر کره کند. حال هم تکهها کره را احاطه میخطپاره

.  2Q Fو تکه پایینی قرمز= 1Q F. پس: تکه بالایی قرمز = 2Q Fتکه پایینی قرمز بر کره پایینی مماس است و هم 

خط . اما طرف راست این تساوی یعنی طول کل پاره 1Q F +2Q Fحال داریم: تکه بالایی قرمز+ تکه پایینی قرمز=

ها نی آ. اگر نقاط مختلف روی مقطع مشترک را در نظر بگیریم بدیهی است که به خاطر تقارن مخروط برای همهقرمز

 رسیم به:خط قرمز یکسان است.پس با مقایسه نقاط مختلف میطول کل پاره

 QF1QF+2=ثابت

 که این ویژگی بیضی است:

 شان از دو نقطه ثابت باشد، بیضی است.مکان هندسی نقاطی در صفحه که مجموع فاصله

 .دو کانون بیضی باشند 2Fو  1Fبه شرطی که  یعنی ثابت شد شکل حاصل یک بیضی خواهد بود
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ی در اینجا هم مثل قبل دایره راه مشابهی برای سهمی وجود دارد.

a شود( محل تماس )که در اینجا از کنار به صورت یک خط دیده می

گیری دلجهت p یدر حالت بیضی صفحه مخروط است.کره با 

با لااقل یکی از یال p یخواهی داشت به طوری که هنوز صفحه

های مخروط موازی نشده بود. حال وارد بررسی حالت بعدی می

و نقطه  گیریممییال مخروط  با یکموازی را  pی صفحه شویم؛

1F  محل تماسp .2در اینجا دیگر  با کره استF .خط پاره نداریم

است که  b ی های آن است. خط افقی پایینی شکل، دایرهروی سطح مخروط است و در امتداد یکی از یال قرمز تماماً 

خط گیریم. پارهرا در مقطع مشترک می Qای دلخواه به نام بینیم. مجدداً نقطهآن را به خاطر دید از کنار به صورت خط می

 و موازی با یال سمت چپ)منظور pخطی است در است در واقع پاره Qبینید و یک سر آن  ای که در شکل میمشکی

خط شود( است. از این به بعد آن را به نام پارهمی دیده Obخط به صورت نیمترین یالی از مخروط است که در شکل چپ

پایین  تکه ؛کنیم که. حال ادعا می 1QFدانیم: تکه بالایی قرمز= شناسیم. طبق مطالب گفته شده میمشکی می

الزاویه تشکیل عمودی رسم کنیم، دو مثلث قائم bی به صفحه Qعلت آن این است که اگر از  مشکی. خطقرمز=پاره

 به شکل توجه کنید: است. خط مشکیخواهد شد که وتر یکی تکه پایین قرمز و وتر دیگری پاره

 'QQبرای هر دو مثلث یکی است و از طرفی زاویه مقابل به  'QQبینیم که می

 Obزی یال موا pاند؟ چون که هم برای هر دو مثلث یکی است. چرا زوایا یکی

های مخروط با هم برابر است. از طرفی شیب همه یال Obاست و لذا شیبش با 

خط خط قرمز یکی است و چون پارهنسبت به افق با شیب پاره pبرابرند، پس شیب 

بود لذا شیب پاره خط مشکی با شیب  Obو به موازات  pخط در مشکی یک پاره

p ی زاویه .یعنیشودشکی با هم برابر میخط قرمز و مشیب پارهشود پس برابر می

برای هر دو  'QQدرسینوس زاویه مقابل  شود.حال حاصلضرب وتر ضرببرای هر دو مثلث برابر می 'QQمقابل به 

ها یکی شده( و از طرفی به علت برابری زوایا، سینوس هایشان هم برابرند، پس دو وتر  'QQمثلث یکی شده)چرا که 

 گوییم:شود. حال مثل قبل از این استفاده می کنیم و میخط مشکی با تکه پایین قرمز یکی میارهو طول پ شوندبرابر می

 1QF+خط مشکیپاره =خط قرمزطول کل پاره =ثابت 

که بر  است bو  pکه آن خط مشترک  خط،است از یک  Qی خط مشکی فاصلهبینید که پارهولی اگر دقت کنید می

 که: بنابراین به تعریف سهمی مبنی بر این .صفحه کاغذ عمود است

 باشد، سهمی است. ثابتشان از یک نقطه و یک خط که مجموع فاصله از صفحه مکان هندسی نقاطی

H 

H 
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نقطه  از یک  شانکه فاصلهدیگری است از جمله مکان هندسی نقاطی  ممکن است بگویید تعریف سهمی چیز رسیدیم.

خط برابر باشد، ولی باید گفت که عبارت بالا هم تعریفی از سهمی است و این دو هم ارزند. فقط تعریف گفته شده  و یک

دهد)چرا؟(. ولی تعریف ی مشخصی از شکل آن را میدهد و یک دامنهنهایت، را به ما نمیی سهمی، تا بیدر بالا همه

 دهد.ا مینهایت ری بیبرابری فاصله از نقطه و خط تا دامنه

دو مخروط را  pکه حال برویم سراغ هذلولی. برای هذلولی به علت این

ر این دکند لذا باید دو مخروط بالا و پایین را با هم بکشیم.با هم قطع می

و مخروط  pرا از مقطع مشترک  Qی . باز نقطهaآید بالای می bحالت 

در پشت تصویر روی سطح  OMدر این شکل  گیریم. در نظر می

)به  QN1QF=و  QM2QF=دانیم: میاست.  NOمخروط و امتداد 

ابعاد شکل نگاه نکنید.غلط انداز است. شما حقیقت را دریابید!( از شکل و 

نقاط مختلف مقطع مشترک ثابت است برای  MNتقارن معلوم است که 

 :لذا می رسیم به

 MN=1QF-2QF=ثابت

ی . برای آن که شاخهدهدای از هذلولی را به ما میشاخهی بالا معادله

 است لذا داریم: 1F تر از نزدیک 2F به  Qبالایی را بیابیم روش همین است ولی این دفعه 

 MN=2QF-1QF=ثابت

 رسیم:لذا به تعریف نهایی هذلولی می 

 است، یک هذلولی است.شان از دو نقطه ثابت مکان هندسی نقاطی در صفحه که اندازه اختلاف فاصله

 یافت هندسیخروج از مرکز مقاطع مخروطی در ره

قادر باشیم مثل روش تحلیلی، خروج از مرکز مقاطع مخروطی را از دید  تر هندسی را گفتیم بایدحال که روش ساده

ر آن بیضی قرار دارد که د ایدر همان صفحه AB در شکل، توجه کنید. بیم. برای حالت بیضی به شکلهندسی هم بیا

M 
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دانیم طبق تقارن این صفحه است که می OHی عمود بر در صفحه CDمحور مخروط است و  OHشود. تشکیل می

  بینید.ای دارد که دایره هم در شکل مییک شکل دایره

کند را طوری قطع می AB، بیضی CDی تقاطع دارند. هم چنین دایره 'EEخط با هم در پاره ABو بیضی  CDی دایره

 'H'Eو  H'Eهم مرکز دایره است. بنابراین  Hو  مرکز بیضی است 'Hی دایره قرار گیرد. یعنی که مرکز بیضی در صفحه

      خط در بیضی است و بنابراین بزرگترین پاره ABخط )چرا؟ چون که پارهستند هقطر کوچک( بیضی )نیم bبرابر با 

    عمود است و ABبر  'EEشود که حال از دیدی که از کنار در شکل داریم مشخص میترین قطر بیضی است، بزرگ

قطر نیم 𝑎که در آن  H'B=H'A=𝑎 و  ترین قطر بیضی است(ترین قطر بیضی، کوچکدانیم که قطر عمود بر بزرگمی

 اند و با هم دیدهدر راستای یک خط 'Hو  'Eو  Eی دقت کنید که در شکل مخروط هر سه نقطه بزرگ بیضی است.

هستند روی صفحه افقی کشیده  Aو  Bتصویر دو نقطه  Qو  Pدو نقطه  شود.می دیده Eها فقط شوند و به جای آننمی

𝑃�̂�𝐷و از طرفی  EP=EQو BP=QA پس EB=EAحال چون که  (.CDشده در شکل) = 𝐶�̂�𝑄  در نتیجه طبق

 𝐶�̂�𝐻و زاویه   𝜃را  𝑃�̂�𝐵ی . زاویهQP=CDمشترک است لذا  CP. چون PD=CQبرابری دو مثلث کوچک داریم: 

 :نامیم. پسمی αرا 

 𝑃𝑄 = 2𝑎 cos𝜃 = 𝐶𝐷 = 2𝐻𝐷    :در نتیجه داریم𝐻𝐷 = 𝑎 cos 𝜃   و𝐻𝐷 = 𝑂𝐻 tan𝛼   و

𝑃𝐵 = 𝑎 sin 𝜃 پس 𝑃𝐷 = 𝑎 sin 𝜃 tan𝛼.  از طرفی چونHP  بینHD  وPE  مشترک است پس در شکل

𝐸𝐻یعنی:  PD=EHمخروط  = 𝑎 sin 𝜃 tan𝛼 البته .EH  در شکل مخروط برابرHH'  در شکل دایره است.پس

𝐻𝐻′ = 𝑎 sin 𝜃 tan𝛼 از طرفی .E'H  برابر شعاع دایره یعنی𝑎 cos 𝜃 :است بنابراین 

𝐸′𝐻′
2
= 𝑏2 = 𝑎2 cos2 𝜃 − 𝑎2 sin2 𝜃 tan2 𝛼 = 𝑎2(1 − 𝑒2) 

cos2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼 = 1 − 𝑒2   ⟹  1 − sin2 𝜃 − sin2 𝜃 tan2 𝛼 = 
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                 1 − sin2 𝜃 (1 + tan2 𝛼) = 1 −
sin2 𝜃

cos2 𝛼
= 1 − 𝑒2   ⟹  𝑒 =

sin 𝜃

cos𝛼
 

 ، نیاز به بررسی ندارد.خروج از مرکز مشخصی داردهمیشه سهمی هم چون 

 حال برای خروج از مرکز هذلولی چه باید کرد؟ این دفعه راه هندسی خیلی شبیه به حالت بیضی نیست.

. مرکز هذلولی جایی است ایمرا مرکز هذلولی گرفته Aاست،  ABی ی هذلولی تشکیل شده که در صفحهبرای شاخه

    نقطه. است CDی در صفحه H'Bخط ی دایره است و پارهصفحه CDی هذلولی. مثل قبل دقیقاً بین دو کانون دو شاخه

H'  تصویرB  خط پارهبرCD .ی ما یافتن حدی است برای زاویه کاراست .𝛽ی نقطهBای است روی هذلولی و ، نقطه

 تواند نقاط مختلف هذلولی را تجربه کندمی OH ،Bیعنی کم و زیاد کردن  CD. پس با بالا و پایین بردن CDی دایره

از  دارد. برای یافتن این حد یک حد 𝛽 توان نشان دادتواند مقدارهای مختلفی به خود بگیرد. میهم می 𝛽و بنابراین 

. نامیممی 𝜃( طبق معمولCD)ی افقی ( را با صفحهABی هذلولی )ی صفحهزاویه کنیم.های معقولی استفاده میتقریب

′𝐴𝐻های بزرگ داریم:  OHها و  'AHدر حد  =
𝑂𝐻

sin𝜃
′𝐻𝐻. و در این حد داریم:   = 𝐴𝐻′ cos 𝜃  همانند .

𝐻𝐵است داریم:  CDی شعاع دایره HBچون  نامیم.می 𝛼رأس مخروط را قبل زاویه نیم = 𝑂𝐻 tan𝛼 . حال در

  داریم: H'Bبرای  فیثاغورسبا رابطه  HH'Bمثلث 

𝐻′𝐵2 = 𝐻𝐵2 −𝐻𝐻′2 = 𝑂𝐻2 tan2 𝛼 − 𝐴𝐻′
2
cos2 𝜃

= 𝐴𝐻′2 sin2 𝜃 tan2 𝛼 − 𝐴𝐻′
2
cos2 𝜃

= 𝐴𝐻′2(sin2 𝜃 tan2 𝛼 − cos2 𝜃)   ⟹  

 tan2 𝛽 =
𝐻′𝐵2

𝐴𝐻′2
= sin2 𝜃 tan2 𝛼 − cos2 𝜃   ⟹   
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1

cos2 𝛽
− 1 = sin2 𝜃 tan2 𝛼 + sin2 𝜃 − 1   ⟹  

sin2 𝜃

cos2 𝛼
=

1

cos2 𝛽
  ⟹  

 
1

cos𝛽
=
sin 𝜃

cos 𝛼
 

 ی بین دو مجانب برابر است با:دانیم که نیم زاویهحال برای هذلولی می کند.به مقدار مشخصی میل می 𝛽 بنابراین 

𝛽 = cos−1 (
1

𝑒
) 

 ی بالاتر داریم:مقایسه این رابطه با رابطهبا 

𝑒 =
sin 𝜃

cos 𝛼
 

 تعریفی دیگر از مقاطع مخروطی

توان برای مقاطع مخروطی تعریف ارائه داد. به این گونه که یک نقطه و یک خط در فضا در نظر به صورتی دیگر هم می

 گوییم:گیریم، سپس میمی

باشد، مقطع مخروطی  eها با خط برابر ی آنها با نقطه به فاصلهی آنمکان هندسی نقاطی از صفحه که نسبت فاصله

 سازد.را می eبا خروج از مرکز 

 خوب است از چیزهایی که بلدیم استفاده کنیم و این موضوع را برای بیضی نشان دهیم.

ی دلخواهی روی محیط بیضی نقطه Pکانون بیضی است و  1Fبینیم که می در شکل

 است و خط کشیده شده در سمت راست فرضاً خطیست عمود بر نیم قطر بزرگ بیضی.

ها برای دقت کنید که لزومی ندارد شکل کشیده ابعاد و مقیاسش درست باشد و اندازه

درست نشان دادن خروج از مرکز واقعی بیضی، درست باشند، و شکل صرفاً برای 

ض کنیم . اگر فرe.PH1PF=گوید که ی بالا به ما میحال قضیهم است. انتقال مفهو

 باشد آن گاه داریم: 1Fروی حضیض نسبت به  Pکه 

𝑃𝐹1 = 𝑎(1 − 𝑒) ⟹ 𝑃𝐻 = 𝑃𝐻(𝜃 = 0) =
𝑎(1 − 𝑒)

𝑒
 

 دانیم داریم:هر نقطه دلخواه طبق آن چیزی که می حال برای
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𝑟 = 𝑃𝐹1 =
𝑎(1 − 𝑒2)

1 + 𝑒 cos 𝜃
 ⟹  𝑃𝐻 =

𝑎(1 − 𝑒2)

𝑒(1 + 𝑒 cos 𝜃)
 

ای که در بالا در سمت راست گرفتیم با فرض این است که قضیه درست است، چیزی که به زودی نشان داده البته نتیجه

 حال به شکل زیر توجه کنید:با راستای حضیض است. 1PFزاویه  𝜃. در بالا شودمی

 :دانیم که می

 

 

 :حال داریم

𝑃𝐻(𝜃) = 𝑟 sin (𝜃 −
𝜋

2
) + 𝑁𝐻 = −𝑟 cos 𝜃 + 𝑁𝐻

= −𝑟 cos 𝜃 + 𝑃𝐻(𝜃 = 0) + 𝑎(1 − 𝑒)

= −𝑟 cos 𝜃 + 𝑎
1 − 𝑒

𝑒
+ 𝑎(1 − 𝑒)

= −
𝑎(1 − 𝑒2) cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃

+
𝑎(1 − 𝑒 + 𝑒 − 𝑒2)

𝑒

=
𝑎(1 − 𝑒2)

𝑒(1 + 𝑒 cos 𝜃)
(1 + 𝑒 cos 𝜃

− 𝑒 cos 𝜃) 

⟹   𝑃𝐻(𝜃) =
𝑎(1 − 𝑒2)

𝑒(1 + 𝑒 cos 𝜃)
 

رقرار ی بیان شده هم رسیده بودیم. لذا قضیه برای بیضی بای رسیدیم که در قبل با قبول قضیهکه به نتیجه بینیممی

𝑃𝐻(𝜃البته ممکن است ایراد بگیرید که قضیه را در نهایت اثبات نکردیم، چرا که آخر از  است. = استفاده کردیم  (0

ما دست کم این را نشان دادیم که لااقل خطی در صفحه  اشکالی ندارد! .که آن را خودش از قضیه مقدارش را یافتیم

جا صرفاً یک ایندر  در بیضی این خاصیت باشد، برای نقاط دیگر هم برقرار است. وجود دارد که اگر برای یک نقطه

 کنید.آن را در حالت کلی اثبات می  33موضوعی را نشان دادیم ولی شما در مسئله 

 اصلاً فرمولِ:دانیم که برای سهمی هم می

 

𝑁𝐻 = 𝐹1𝑀 = 𝑃𝐻(𝜃 = 0) + 𝑎(1 − 𝑒) 
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𝑟 =
2𝑝

1 + cos 𝜃
 

و یعنی  .شان از یک و نقطه و یک خط برابر باشدفاصله آید که سهمی مکان هندسی نقاطی است که از این به دست می

 .رویمبه سراغ هذلولی می و گذریمرا برابر یک گذاشتیم. لذا از سهمی می eخود به خود 

 شود:بیان قضیه در این جا می

e>1            و=e.PH1PF 

 در اثبات قضیه برای هذلولی داریم:

𝑟 = 𝑃𝐹1 =
𝑎(𝑒2 − 1)

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

طول  𝑎دانید در اینجا دیگر نیم قطر بزرگ معنی ندارد و طور که میکه همان

ی بین دو حضیضِ دو شاخه هذلولی است. ای با تعریف نصف فاصلهمشخصه

 ود:شهذلولی هم فاصله حضیض میو در مثل بیضی است.  𝜃در این جا تعریف 

   

𝑃𝐹1(𝜃 = 0) = 𝑎(𝑒 − 1) 

 :و باز داستان تکراری ایمجا آوردهمجدداً شکلی که در بالا داشتیم را در این

  

 

 

 

 

 

 

 که باز:

 𝑁𝐻 = 𝐹1𝑀 = 𝑃𝐻(𝜃 = 0) + 𝑎(𝑒 − 1) 

𝑃𝐻(𝜃) = 𝑟 sin (𝜃 −
𝜋

2
) + 𝑁𝐻 = −𝑟 cos 𝜃 + 𝑁𝐻

= −𝑟 cos𝜃 + 𝑃𝐻(𝜃 = 0) + 𝑎(𝑒 − 1)

= −𝑟 cos𝜃 + 𝑎
𝑒 − 1

𝑒
+ 𝑎(𝑒 − 1)

= −
𝑎(𝑒2 − 1) cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
+
𝑎(𝑒 − 1 + 𝑒2 − 𝑒)

𝑒

=
𝑎(𝑒2 − 1)

𝑒(1 + 𝑒 cos 𝜃)
(1 + 𝑒 cos 𝜃 − 𝑒 cos 𝜃) 
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𝑃𝐻(𝜃) =
𝑎(𝑒2 − 1)

𝑒(1 + 𝑒 cos 𝜃)
=
𝑃𝐹1
𝑒

 

  قضیه ثابت است.

 های مختلفتعریف ارزیهم

خواهیم ببینیم آیا با این تعریفی که بالا از مقاطع مخروطی حال می

آورد. برای بیضی امتحان  توان تعریف اولیه را درارائه دادیم می

 کنیم:می

 تعریف اول:

شان از دو مکان هندسی نقاطی در صفحه که مجموع فاصله

 نقطه ثابت باشد، بیضی است.

 تعریف جدید:

باشد، مقطع مخروطی  eها با خط برابر ی آنها با نقطه به فاصلهی آنمکان هندسی نقاطی از صفحه که نسبت فاصله

 (e<1سازد. )را می eبا خروج از مرکز 

آن یکی  و خوب است که طبق تقارن بیضی مثل خطی که در سمت راست بیضی گرفتیم، در سمت چپ آن هم بگیریم

 کانون بیضی هم مشخص کنیم.

 دانیم که:می

 

 

 

مختلف روی بیضی هم خروج از مرکز ثابت است و و چون برای نقاط 

𝑃𝐻ی دو خط )فاصله هم + 𝑃𝐻′) :ثابت است لذا 

𝑃𝐹1 + 𝑃𝐹2 =  ثابت

 و از تعریف دوم به تعریف اول رسیدیم.

     𝑃𝐻 =
𝑃𝐹1
𝑒
′𝑃𝐻     و       =

𝑃𝐹2
𝑒
   ⟹ 

     𝑃𝐻 + 𝑃𝐻′ =
𝑃𝐹1 + 𝑃𝐹2

𝑒
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 ؟ به شکل توجه کنید.برای سهمی چه کنیم

 

 

 تعریف اول:

 باشد، سهمی است. شان از یک نقطه و یک خط ثابتمکان هندسی نقاطی از صفحه که مجموع فاصله

 تعریف دوم:

 باشد، مقطع یک ها با خط برابری آنها با نقطه به فاصلهی آنمکان هندسی نقاطی از صفحه که نسبت فاصله

 سازد.را می یک )سهمی(مخروطی با خروج از مرکز 

. از جهتی که PF=PHطبق تعریف دوم داریم: 

PH+PH'  برای هرPی ای ثابت است چون که فاصله

و به تعریف  ='PF+PHن دو خط ثابت است لذا: ثابتبی

 اول رسیدیم.

 برای هذلولی هم کار مشابهی باید انجام داد.

 تعریف اول:

مکان هندسی نقاطی در صفحه که اندازه اختلاف 

 شان از دو نقطه ثابت است، یک هذلولی است.فاصله

 تعریف دوم:

باشد، مقطع مخروطی  eها با خط برابر ی آنها با نقطه به فاصلهی آنمکان هندسی نقاطی از صفحه که نسبت فاصله

 (e>1)سازد.را می eبا خروج از مرکز 

 

ی ها نسبت به یک خط و یک نقطه طبق تعریف دو داده شود هر دو شاخهباز هم مکان هندسی نقاطی که وضعیت آن

ن تتوان ساخت و نیاز به داشیک کانونش می. توجه کنید که هر دوشاخه هذلولی را تنها با یک خط سازدهذلولی را می

 داریم:. )اگر دقت کرده باشید برای ساختن بیضی هم از یک کانون استفاده کردیم( همزمان دو کانون نیست
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 داریم: 1Fنسبت به  2Fاز طرفی طبق تقارن 

1=P'F2PF 

 پس داریم:

𝑃𝐹1 = 𝑒. 𝑃𝐻        و        𝑃𝐹2 = 𝑒. 𝑃
′𝐻 

𝑃′𝐻 − 𝑃𝐻 = 𝐻′𝐻 =  ⟹  ثابت
1

𝑒
(𝑃𝐹2 − 𝑃𝐹1) = ⟹  ثابت  𝑃𝐹2 − 𝑃𝐹1 =   ثابت

 جا هم ویژگی اول و دوم هم ارز شدند.به ویژگی هذلولی رسیدیم ودر این  

 وحدت مقاطع مخروطی

اند تا بینیم، معادلات مقاطع مخروطی بسیار به هم شبیهباز هم در آینده در قسمت مکانیک میهمان طور که دیدیم و 

 ها به یک شکل رفتار کنند!؟ی باشد!؟ و عملاً اینها یکاینی هبرد که نکند منشأ همه این فکر فرو میجایی که ما را ب

 پردازیم. در قسمت اعداد مختلط نگاهی دیگر به وحدت داریم.در ادامه به اثباتی اجمالی و تقریبی می

 آیا سهمی یک بیضی است!؟

 کنیم:ثبات میاسهمی دقیقاً یک بیضی است. چگونه؟ ی بالا کاملاً درست است! و شاید باورتان شود شاید نه )!( ولی جمله

و مبدأ مختصات را در کانون سمت راست بیضی قرار  گیریم با مشخصات معلومبرای اثبات یک بیضی را در نظر می

 شود:ی بیضی میدهیم. در چنین حالتی معادلهمی

(𝑥 + 𝑎𝑒)2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 

𝑥2

𝑎2
+ 𝑒2 +

2𝑥𝑒

𝑎
+
𝑦2

𝑏2
= 1 

𝑥2

𝑎2
+
2𝑥𝑒

𝑎
+

𝑦2

𝑎2(1 − 𝑒2)
= 1 − 𝑒2    ⟹   

𝑥2

𝑎
+ 2𝑥𝑒 +

𝑦2

𝑎(1 − 𝑒2)
= 𝑎(1 − 𝑒2)  

𝑎(1نهایت میل دهیم به طوری که را به بی 𝑎را به یک و  𝑒حال اگر  − 𝑒)  به عدد ثابتی مثل𝑝 میل کند داریم: 

0 + 2𝑥 ∗ (1) +
𝑦2

𝑝 ∗ (1 + 1)
= 𝑝 ∗ (1 + 1)   ⟹     𝑥 = 𝑝 −

𝑦2

4𝑝
 

𝑃𝐹1 = 𝑒. 𝑃𝐻        و        𝑃
′𝐹1 = 𝑒. 𝑃

′𝐻      
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به طوری که کانونش روی مبدأ مختصات قرار گرفته  𝑝 حضیض  ی یک سهمی است به فاصلهدقیقاً معادلهی بالا معادله

 گیریم:چپ است )دقیقاً چیزی که انتظارش را داشتیم( پس نتیجه میباشد و سر باز سهمی رو به 

نهایت و خروج از مرکز آن را به یک میل دادیم به طوری که سهمی یک بیضی است که نیم قطر بزرگ آن را به بی

 فاصله حضیض آن به عدد ثابتی میل کند.

د شد خط خواهقطر بزرگ ثابت باشد و خروج از مرکز را به یک میل دهیم، شکل حاصل یک پارهدقت کنید که اگر نیم

نهایت بی که اگر تا آن زوم کنیم شاید قادر باشیمولی اگر در عین زیاد کردن خروج از مرکز، روی کانون و فاصله حضیض 

 .زوم کنیم، شکل حاصل را سهمی ببینیم

در تعریف  شد اثبات کرد.تر با استفاده از همان تعاریف بیضی و سهمی میی یک بیضی است را خیلی سادهاین که سهم

 سهمی داریم:

 شان از یک نقطه و یک خط ثابت باشد، سهمی است.مکان هندسی نقاطی از صفحه که مجموع فاصله

 و در تعریف بیضی داریم:

 از دو نقطه ثابت باشد، بیضی است. شانمکان هندسی نقاطی در صفحه که مجموع فاصله

حال اگر یکی از نقاط کانون به بی نهایت رود چه؟ از دید این یکی کانون، فاصله هر نقطه روی بیضی از کانونی که به 

و هم  دیگر( موازی استدو کانون به یک شود طول خطی که هم با راستای افق )راستای وصل کنندهمی ،نهایت رفتهبی

توانیم به این سؤال پاسخ دهیم، خطی را عمود قدر است!؟ چون نمینهایت چهنهایت رفته است! حال طول خط بیتا بی

ایت را نهگیریم که لااقل شرط موازی بودن خط واصل هر نقطه تا کانون بیبر محور وصل کننده دو کانون در نظر می

نهایت، برای تمام نقاط خط یکی است پس ی این خط با بینقطه ی نقطهگوییم که چون فاصلهبعد می برطرف کند،

کافی است ما مکان هندسی نقاطی را بیابیم که مجموع فواصلشان از کانون اول و خط فرضی دوم)که به جای کانون 

 تعریف سهمی. باشد و این یعنی همانکنیم( به یک اندازه نهایت از آن استفاده میبی

 ی صفحه با افقاگر زاویه ی مخروط و صفحهدانیم در همان مسئلهراه شهودی دیگر برای این موضوع این است که می

فحه شود تا این که برسیم به جایی که صشود دائماً زیاد میهایی که تشکیل میرا مرتباً زیاد کنیم خروج از مرکز بیضی

 ی کمیگوید که ما به اندازهجا سهمی داریم. عقل سلیم با خود میگوییم در اینیها موازی شود و مبا یکی از یال

شود که سر همین یک مقدار زاویه کوچک کلاً معادله شکل تر از این زاویه بحرانی، بیضی داشتیم، حال چه میکوچک

کن مماین حرف درست است؟ها ندارد!؟ آیا آید که هیچ ربطی به قبلیشود و چیز خیلی جدیدی به دست میعوض می

 نگاه کنید. 7ی مثالی به مسئله توانید برای مشاهدهکه سهمی بیضی شد، چیست؟ میاست بگویید اهمیت این
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 آیا سهمی یک هذلولی است!؟

جا هم عقل سلیمی که در بالا باعث نشد با کمی منحرف کردن صفحه، بیضی، سهمی نشود، این باز هم باید گفت آری!

 را به صفر میل های هذلولیاگر زاویه بین مجانب دهد با کمی منحرف کردن صفحه، سهمی، هذلولی نشود!نمیجازه ا

خط. خوب اگر مثل قبل در عین کم کردن خروج از مرکز احتمالاً پاسخ خواهید داد، دو نیم دهیم انتظار داریم چه ببینیم؟

 ازی)!( کنیم:بباز کمی معادله ها زوم کنیم، چه؟روی یکی از کانون

(𝑥 + 𝑎𝑒)2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1 

ایم. در همین جا بگویید ببینیم)!( که اگر هذلولی سهمی ی بالا مبدأ را روی کانون سمت راست هذلولی گذاشتهدر معادله

ی شد، انتظار داریم سرِ باز سهمی به چه سمتی باشد؟ مسلم است که خواهید گفت سمت راست، چرا که اینجا ما با شاخه

 دهیم:. ادامه میست هذلولی کار داریمسمت را

𝑥2

𝑎2
+ 𝑒2 +

2𝑥𝑒

𝑎
−
𝑦2

𝑏2
= 1 

𝑥2

𝑎2
+
2𝑥𝑒

𝑎
−

𝑦2

𝑎2(𝑒2 − 1)
= 1 − 𝑒2    ⟹   

𝑥2

𝑎
+ 2𝑥𝑒 −

𝑦2

𝑎(𝑒2 − 1)
= 𝑎(1 − 𝑒2) 

𝑎(𝑒نهایت میل دهیم به طوری که را به بی 𝑎را به یک و  𝑒باز مثل قبل اگر  − میل کند  𝑝به عدد ثابتی مثل  (1

 داریم:

0 + 2𝑥 ∗ (1) −
𝑦2

𝑝 ∗ (1 + 1)
= −𝑝 ∗ (1 + 1)   ⟹     𝑥 =

𝑦2

4𝑝
− 𝑝 

 به عنوان محور تقارن و سرِ باز سهمی رو به راست. Xای با محور ی سهمیکه این شد معادله

هایش هایش کو؟ جواب خواهیم داد که مجانبممکن است ایراد بگیرید که اگر سهمی یک هذلولیِ حدی است پس مجانب

ن است که خورند!؟ اینهایت باشند و نتوان آن را دید به دردی میمجانبی که در بی نهایت )با این وصف آیااند به بیرفته

ثابت، با  xتوان نشان داد که اختلاف بین مجانب و منحنی برای شکل هذلولی در گوییم سهمی مجانب ندارد( میمی

ه باشیم این که اگر انتظار داشت کند. این یعنی چی؟ یعنینهایت میل میمیل به صفر دادن زاویه بین دو مجانب، به بی

بین دو مجانب صفر، ما را متقاعد  نهایت شدن اختلاف مجانب و منحنی در حد زاویهسهمی همان هذلولی باشد، این بی

منحنی در  yمجانب و  yو اختلاف بین  گوییم که اگر سهمی، یک هذلولی باشدکند که سهمی هم مجانب دارد. میمی

ییم گوبینیم، پس مینهایت میل کرده و از طرفی، چون ما داریم سهمی را میشود، به بیمیحدی که هذلولی سهمی 

 نهایت رفته. حال کمی محاسبات هم انجام می دهیم:مجانب آن به بی
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 𝛽را  Xی بین مجانب و محور هم چنین زاویه .yمنحنی را با همان  yدهیم و نشان می myمجانب را با  y ثابت  xدر 

 کنیم مبدأ مختصات روی کانون سمت راست هذلولی است.هم چنین باز هم فرض می نامیم.می

𝑦𝑚 = (𝑥 + 𝑎𝑒) tan𝛽    

(𝑥 + 𝑎𝑒)2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1   ⟹      𝑦 = 𝑏√

(𝑥 + 𝑎𝑒)2

𝑎2
− 1 

𝑦𝑚 − 𝑦 = (𝑥 + 𝑎𝑒) tan𝛽 − 𝑏√
(𝑥 + 𝑎𝑒)2

𝑎2
− 1  

tan𝛽 = tan(cos−1(
1

𝑒
)) =

√1 − cos2(cos−1(
1
𝑒
))

cos(cos−1(
1
𝑒
))

= √𝑒2 − 1 

 لذا داریم: قابل صرفنظر است 𝑎𝑒در مقابل  𝑥های رو به بی نهایت  𝑎 در حد

lim
𝑎→∞

( 𝑏√
(𝑥 + 𝑎𝑒)2

𝑎2
− 1) = lim

𝑎→∞
(𝑎√𝑒2 − 1 √

𝑎2𝑒2

𝑎2
− 1) = lim

𝑎→∞
(𝑎(𝑒2 − 1)) 

 هم به یک میل می کند به طوری که داشته باشیم: 𝑒 رودنهایت میکه به بی 𝑎از طرفی چون همزمان با 

𝑎(𝑒 − 1) = 𝑝 

 پس:

lim
𝑎→∞

(𝑎(𝑒2 − 1)) = 2𝑝 

𝑥)ماند حد حال می + 𝑎𝑒) tan𝛽 :را بیابیم. بدیهی است که جواب حد بی نهایت است چرا که 

(𝑥 + 𝑎𝑒) tan𝛽 = 𝑥√𝑒2 − 1 + 𝑒√𝑎 √𝑎(𝑒 − 1) √𝑒 + 1

= 𝑥√𝑒2 − 1 + 𝑒√𝑎 𝑝 √𝑒 + 1 

𝑦𝑚پس فهمیدیم که در عبارت  شود.نهایت مینهایت رود عبارت بالا هم بیبه بی 𝑎بدیهی است که چون  − 𝑦 

𝑦𝑚. بنابراین  2𝑝ی دوم به عدد ثابتِ رود و جملهی اول به بی نهایت میجمله − 𝑦 کند.نهایت میهم میل به بی 

 ریم:گیمعادلات مشتق میهای بین سهمی و هذلولی و بیضی را ببینیم. از ای دیگر شباهتحال خوب است از جنبه
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بیضی:                   
(𝑥+𝑎𝑒)2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1    ⟹  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑏2

𝑎2
𝑥

𝑦
= −(1 − 𝑒2)

(𝑥+𝑎𝑒)

𝑦
   

𝑥                            سهمی:                  = 𝑝 −
𝑦2

4𝑝
       ⟹  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

2𝑝

𝑦
       

𝑎(1را به یک میل دهیم طوری که  𝑒نهایت و را به بی 𝑎ی مربوط به بیضی حال اگر در فرم مشتق گرفته شده − 𝑒)  

 باشد داریم: 𝑝همواره برابر 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
بیضی

= −
(0 + 2𝑝)

𝑦
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|

سهمی
 

 توان برای هذلولی این کار را انجام داد:به طور مشابه می

هذلولی:                   
(𝑥+𝑎𝑒)2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1    ⟹  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑏2

𝑎2
𝑥

𝑦
= (𝑒2 − 1)

(𝑥+𝑎𝑒)

𝑦
 

𝑥سهمی:                                              =
𝑦2

4𝑝
− 𝑝       ⟹  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑝

𝑦
       

𝑎(𝑒مجدداً داریم   − 1) = 𝑝 :پس 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
هذلولی

=
(0 + 2𝑝)

𝑦
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|

سهمی
 

 آید که:حال که به چنین روابطی بین سهمی و دو مقطع مخروطی دیگر رسیدیم سؤال پیش می

 آیا هذلولی یک بیضی است!؟

ته به شرطی ! البآری تاحدودی توان گفترسید ولی باز هم میجا باید گفت شاید نتوان به روابط تمیزی مثل قبل ندر ای

 :ین تعریفی ارائه دهیم!؟که از بیضی چن کاری کنیم! چطور استکه یک مقدار در تعریفمان از بیضی دست

 به مکان هندسی نقاطی که مجموع فواصلشان از یک نقطه و یک دایره ثابت باشد، بیضی گوییم.

ه شکل ب کردیم، فرقی دارد؟ در نگاه اول، نه. چرا؟که قبلاً از بیضی داشتیم و با دو نقطه کار میآیا تعریف بالا با تعریفی 

 زیر توجه کنید:
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آیا هم ارز نیست با ثابت بودن  PF2PF+1حال بگویید با توجه به این که شعاع دایره ثابت است آیا ثابت بودن 

+PQ2PFکه آن کانون دیگر هم در دایره قرار گیرد چه؟ ؟ حال اگر شعاع دایره به حدی بزرگ باشد 

 

 

 

 

 

است و از طرفی به خاطر تعریف بیضی باید  1QP+PFاین دفعه شعاع ثابت برابر  بینیدطور که در شکل بالا میهمان

+PQ2PF  ثابت باشد و اگر شعاع کره راR  1(بنامیم به عبارتی دیگر بایدPF-+(R2PF  ثابت باشد و از جهتی

ممکن است بگوییم این یکی خیلی  ثابت باشد و این یعنی یک هذلولی. 1PF-2PFکه شعاع ثابت است پس باید 

رسد چسب نبود! بله، درست است، چرا که به نظر میدل
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= تفاوت فاحشی با  1

𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= داشته  1

اصراری بر  البته ای به دست آوردن شهودی در شباهت هذلولی و بیضی بود.باشد. مطلبی که در بالا گفته شد صرفاً بر

 چِپاندنِ تمام تعاریف در هم نداریم!

آدرس دهیم، آن  𝑒و  𝑎ت که اگر ما مقطع مخروطیمان را فقط با هم چنین یک شباهت دیگر بیضی و هذلولی این اس

 گاه اگر معادله بیضی را بنویسیم:

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑎2(1 − 𝑒2)
= 1 

 تر شود:به طور خود به خودی اگر خروج از مرکز از یک بزرگ
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𝑥2

𝑎2
−

𝑦2

𝑎2(𝑒2 − 1)
= 1 

 شود.در هذلولی می 𝑏مربوط به  𝑦که در رابطه بالا، مخرج  

  ویهندسه هذلولَ

 یم:داری دایروی در هندسهشکل مقابل را 

هذلولوی هم، یعنی وقتی به جای دایره یک  یدر هندسه

 رسیم.هذلولی داشته باشیم به روابط جالبی می

اع ی مقابل به شعباید گفت که هم چنین برای دایرهقبل از آن 

شود می 𝜃واحد، مساحت قطاع مربوط به زاویه 
1

2
𝜃 )خواهیم دید که این خاصیت هم به نحوی بین دایره و هذلولی )چرا؟ .

 ت.مشترک اس

 هذلولوی را بیان کنیم: به کار هندسی، ابتدا توابعلازم است قبل از ورود 

sinh𝛼 =
𝑒𝛼 − 𝑒−𝛼

2
   (بخوانید سینوس هایپربولیک)    

 cosh𝛼 =
𝑒𝛼 + 𝑒−𝛼

2
 (بخوانید کسینوس هایپربولیک)   

 پس با حفظ تعریف قدیمی:

tanh𝛼 =
𝑒𝛼 − 𝑒−𝛼

𝑒𝛼 + 𝑒−𝛼
 (تانژانت هایپربولیک)  

ین این توان اتحادهایی ب. با کمی محاسبات میتوان توابع هذلولوی را هم به دست آوردتوابع مثلثاتی میو الی آخر مشابه 

 توابع به دست آورد از جمله:

cosh2 𝛼 − sinh2 𝛼 = 1 

sech2 𝛼 = 1 − tanh2 𝛼 

از دو اتحاد  ولکنند. و اما چرا اسمشان توابع هذلولوی است؟ به اتحاد ابینید که این روابط با حالت مثلثاتی فرق میمی

را  cosh𝛼بالا نگاه کنید. اگر تغییر متغیر دهیم و 
𝑥

𝑎
را  sinh𝛼و  

𝑦

𝑏
 بنامیم، چه خواهد شد: 
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cosh2 𝛼 − sinh2 𝛼 = 1       ⟹      
𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1 

ستفاده دایروی ای یک هذلولی است. همین طور که شاید قبلاً ناآگاهانه از توابع مثلثاتی ی بالا قطعاً معادلهکه معادله

کردیم که این توابع به خاطر خاصیتشان با یک بیضی )که در حالت خاص دایره کردیم و شاید به این نکته توجه نمیمی

 شوند. یعنی:شود( منطبق میمی

cos2 𝛼 + sin2 𝛼 = 1       ⟹       
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 

  ی یک بیضی است.ی بالا معادلهکه معادله

خواهیم حالت خاصی را در هذلولی مد نظرمان، فعلاً می

𝑎در نظر بگیریم. به این صورت که  = 𝑏 = اگر  . 1

شکل هذلولی را بکشیم به شباهت آن با حالت دایروی 

 بریم:پی می

مثل حالت دایروی   𝛼آید که آیا حال سؤال پیش می

است یا خیر؟ در جواب  Xو محور  OPهمان زاویه بین 

به  𝛼باید گفت خیر! اگر این زاویه نیست، پس چیست؟ 

اگر از این حرف  یک نحوی از جنس مساحت است!!

کنید باید گفت که قبلاً شما قبول کرده بودید تعجب می

شود که مساحت قطاع دایره می
1

2
𝜃  و یعنی در مساحت

ر مربع است یا خیر! بلکه بحث س متر نیست که بگوییم آیا رادیان برابر یک 𝛼یا  𝜃بحث سر بعد   اید.استفاده کرده 𝜃از 

به  ی مربوطشود زاویهای به شعاع واحد، دوبرابر مساحت قطاعی را حساب کردیم، این میاندازه است. یعنی اگر در دایره

 نوان زاویه به دست آوردیم از لحاظگفتیم این عددی که به عمنتها در حالت دایره به راحتی می آن قطاع بر حسب رادیان.

است. ولی در حالت هذلولوی قضیه به این راحتی نیست و شاید به راحتی  Xمحور  POهندسی دقیقاً برابر با زاویه بین 

در حالت هذلولوی  𝛼دایره نتوان معادل هندسی پیدا کرد. از این چیزها که بگذریم ابتدا باید حرف خود را مبنی بر این که 

𝑎هایی که )تواند از جنس مساحت باشد را ثابت کنیم. برای این مطلب ما با همان فرضمی 𝜃ثل هم م = 𝑏 = 1 )

cosh𝛼  را𝑥  وsinh𝛼  را𝑦 ی شکل را بیابیم. برای رویم. قصد داریم مساحت ناحیه هاشور خوردهبنامیم پیش می

کم  OPQیم، سپس این مساحت را از مساحت مثلث یابرا می Pی زیر منحنی تا نقطهمثبت این موضوع ابتدا مساحت 

 کنیم تا مساحت هاشور را بدهد. اما:می

 tanh𝛼 
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مساحت زیر منحنی = ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥𝑃

1

= ∫ √𝑥2 − 1 𝑑𝑥
𝑥𝑃

1

 

مان گونه هاست. ههای توابع هذلولوی در ساده کردن بعضی انتگرالولی انتگرال بالا را چگونه بگیریم؟ یکی از کاربرد

 شود:، جواب انتگرال بالا مینشان خواهید داد 13مسئله که در 

∫ √𝑥2 − 1 𝑑𝑥
𝑥𝑃

1

= [
sinh(2𝛼)

4
−
𝛼

2
]
0

𝛼𝑃

=
sinh(2𝛼𝑃)

4
−
𝛼𝑃
2

 

𝑥که از فرض  = cosh𝛼 .استفاده کردیم 

 (:9توانید اثبات کنید )مسئله به سادگی می

sinh(2𝑢) = 2 sinh 𝑢 cosh𝑢 

 پس:

مساحت هاشور = 𝑂𝑃𝑄 مساحت مثلث− 
sinh 𝛼𝑃 cosh𝛼𝑃

2
+
𝛼𝑃
2

=
sinh𝛼𝑃 cosh𝛼𝑃

2
− 
sinh𝛼𝑃 cosh𝛼𝑃

2
+
𝛼𝑃
2
=
𝛼𝑃
2

 

𝑥به طوری که  ای وجود داشته باشد 𝛼بینیم که مثل حالت دایره، برای هذلولی هم اگر می = cosh𝛼  و𝑦 =

sinh𝛼 شود مثل حالت دایره یعنی می قطاع هذلولوی، مساحت
𝛼

2
ممکن است بگویید حال این شباهت هذلولی و  . 

ی زاویه بر حسب زمان خواهیم معادلهخورد؟ ولی باید دانست که در مکانیک سماوی آن جا که میبیضی به چه درد می

 کند.را در هذلولی بنویسیم، این شباهت در فهم شهود مسئله کمکمان می

 معادله کلی مقاطع مخروطی در دو بعد

که شناختی جامع تر روی مقاطع مخروطی در صفحه و بدون محدودیت داشته باشیم. به این معنی که  حال سعی داریم

مخروطی مبدأ مختصات نباشد و یا ممکن است ی مقاطع مخروطی را در حالتی بیابیم که لزوماً مرکز مقاطع معادله

ما بدهند  . اگر نقاطی را در فضا بهکنیممی شکلمان چرخیده شده باشد. برای این کار از دستگاه مختصات چرخیده استفاده

اه در صفحه ای دلخوکنیم این است که نقطهو بگویند که مثلاً مشخصات این مقطع مخروطی را بیان کنیم، کاری که می

(0, y 0xرا به عنوان مرکز مقطع مخروطی مشخص می )کنیم محور اصلی مقطع مخروطی کنیم. هم چنین فرض می

را مشخص  𝛾( و y 0x ,0یابیم و بعد، خود )ها مشخصات مقطع مخروطی را میچرخیده است. با این فرض 𝛾به اندازه 

 شود. یعنی چارچوب ما این گونه است:ی ما حل میکنیم و بدین ترتیب مسئلهمی
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 گیریم:در ابتدا حالت بیضی را در نظر می

𝑥′2

𝑎2
+
𝑦′2

𝑏2
= 1 

[
𝑥
𝑦] = [

cos 𝛾 − sin 𝛾
sin 𝛾 cos 𝛾

] [
𝑥′

𝑦′
] + [

𝑥0
𝑦0
] = [

𝑥0 + 𝑥
′ cos 𝛾 − 𝑦′ sin 𝛾

𝑦0 + 𝑥
′ sin 𝛾 + 𝑦′ cos 𝛾

] 

 یابیم:می 𝑦و  𝑥را بر حسب  ′𝑦و  ′𝑥در بالا دو معادله داریم. به صورت حل دو معادله دو مجهول 

{
𝑥 = 𝑥0 + 𝑥

′ cos 𝛾 − 𝑦′ sin 𝛾

𝑦 = 𝑦0 + 𝑥
′ sin 𝛾 + 𝑦′ cos 𝛾

  ⟹ 

  𝑥 sin 𝛾 − 𝑦 cos 𝛾 = 𝑥0 sin 𝛾 − 𝑦0 cos 𝛾 − 𝑦
′(cos2 𝛾 + sin2 𝛾) ⟹    

𝑦′ = (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛾 − (𝑥 − 𝑥0) sin 𝛾 

  𝑥 cos 𝛾 + 𝑦 sin 𝛾 = 𝑥0 cos 𝛾 + 𝑦0 sin 𝛾 + 𝑥
′(cos2 𝛾 + sin2 𝛾) ⟹   

 𝑥′ = (𝑦 − 𝑦0) sin 𝛾 + (𝑥 − 𝑥0) cos 𝛾   

 با جایگذاری در معادله بیضی:

((𝑦 − 𝑦0) sin 𝛾 + (𝑥 − 𝑥0) cos 𝛾)
2

𝑎2
+
((𝑦 − 𝑦0) cos 𝛾 − (𝑥 − 𝑥0) sin 𝛾)

2

𝑏2
= 1 

(𝑦 − 𝑦0)
2 (
sin2 𝛾

𝑎2
+
cos2 𝛾

𝑏2
) + (𝑥 − 𝑥0)

2 (
cos2 𝛾

𝑎2
+
sin2 𝛾

𝑏2
)

+ 2(𝑥 − 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0) sin 𝛾 cos 𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) = 1 
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(𝑦2 + 𝑦0
2 − 2𝑦𝑦0) (

sin2 𝛾

𝑎2
+
cos2 𝛾

𝑏2
) + (𝑥2 + 𝑥0

2 − 2𝑥𝑥0) (
cos2 𝛾

𝑎2
+
sin2 𝛾

𝑏2
)

+ 2(𝑥𝑦 − 𝑥𝑦0 − 𝑦𝑥0 + 𝑥0𝑦0) sin 𝛾 cos 𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) = 1 

(
cos2 𝛾

𝑎2
+
sin2 𝛾

𝑏2
)𝑥2 + (

2 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑎2
−
2 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑏2
) 𝑥𝑦

+ (
sin2 𝛾

𝑎2
+
cos2 𝛾

𝑏2
)𝑦2

+ [(
−2𝑥0 cos

2 𝛾

𝑎2
−
2𝑥0 sin

2 𝛾

𝑏2
) − 2𝑦0 sin 𝛾 cos 𝛾 (

1

𝑎2
−
1

𝑏2
)] 𝑥

+ [(
−2𝑦0 sin

2 𝛾

𝑎2
−
2𝑦0 cos

2 𝛾

𝑏2
) − 2𝑥0 sin 𝛾 cos 𝛾 (

1

𝑎2
−
1

𝑏2
)] 𝑦

+ [𝑦0
2 (
sin2 𝛾

𝑎2
+
cos2 𝛾

𝑏2
) + 𝑥0

2 (
cos2 𝛾

𝑎2
+
sin2 𝛾

𝑏2
)

+ 2𝑥0𝑦0 sin 𝛾 cos 𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) − 1] = 0 

 کرد: توان به صورت زیر خلاصهی طولانی بالا را میمعادله

 

 شوند.که ضرایب به صورت بالا تعریف می

 برای حالت سهمی:

𝑥′ =
𝑦′2

4𝑝
     (𝑋′معادله سهمیای به محور تقارن) 

(𝑦 − 𝑦0) sin 𝛾 + (𝑥 − 𝑥0) cos 𝛾 =
((𝑦 − 𝑦0) cos 𝛾 − (𝑥 − 𝑥0) sin 𝛾)

2

4𝑝
 

4𝑝(𝑦 − 𝑦0) sin 𝛾 + 4𝑝(𝑥 − 𝑥0) cos 𝛾

= (𝑦 − 𝑦0)
2 cos2 𝛾 + (𝑥 − 𝑥0)

2 sin2 𝛾

− 2(𝑥 − 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0) sin 𝛾 cos 𝛾 

= (𝑦2 + 𝑦0
2 − 2𝑦𝑦0) cos

2 𝛾 + (𝑥2 + 𝑥0
2 − 2𝑥𝑥0) sin

2 𝛾

− 2(𝑥𝑦 − 𝑥𝑦0 − 𝑦𝑥0 + 𝑥0𝑦0) sin 𝛾 cos 𝛾      ⟹ 

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0 
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(
sin2 𝛾

𝑝2
)𝑥2 + (

−sin 2𝛾

𝑝2
) 𝑥𝑦 + (

cos2 𝛾

𝑝2
)𝑦2

+ (
−4𝑝 cos 𝛾 − 2𝑥0 sin

2 𝛾 + 2𝑦0 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑝2
)𝑥

+ (
−4𝑝 sin 𝛾 − 2𝑦0 cos

2 𝛾 + 2𝑥0 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑝2
)𝑦

+ (
𝑥0
2 sin2 𝛾 + 𝑦0

2 cos2 𝛾 − 2𝑥0𝑦0 sin 𝛾 cos 𝛾 + 4𝑝(𝑦0 sin 𝛾 + 𝑥0 cos 𝛾)

𝑝2
) = 0 

 باز به فرم

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0 

 رسیدیم ولی با ضرایب متفاوت نسبت به بیضی.

 :که در حالت هذلولی، کارمان مثل بیضی است ولی با تغییر بعضی علامات. به این صورت

((𝑦 − 𝑦0) sin 𝛾 + (𝑥 − 𝑥0) cos 𝛾)
2

𝑎2
−
((𝑦 − 𝑦0) cos 𝛾 − (𝑥 − 𝑥0) sin 𝛾)

2

𝑏2
= 1 

(𝑦2 + 𝑦0
2 − 2𝑦𝑦0) (

sin2 𝛾

𝑎2
−
cos2 𝛾

𝑏2
) + (𝑥2 + 𝑥0

2 − 2𝑥𝑥0) (
cos2 𝛾

𝑎2
−
sin2 𝛾

𝑏2
)

+ 2(𝑥𝑦 − 𝑥𝑦0 − 𝑦𝑥0 + 𝑥0𝑦0) sin 𝛾 cos 𝛾 (
1

𝑎2
+
1

𝑏2
) = 1 

(
cos2 𝛾

𝑎2
−
sin2 𝛾

𝑏2
)𝑥2 + (

2 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑎2
+
2 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑏2
) 𝑥𝑦

+ (
sin2 𝛾

𝑎2
−
cos2 𝛾

𝑏2
)𝑦2

+ [(
−2𝑥0 cos

2 𝛾

𝑎2
+
2𝑥0 sin

2 𝛾

𝑏2
) − 2𝑦0 sin 𝛾 cos 𝛾 (

1

𝑎2
+
1

𝑏2
)] 𝑥

+ [(
−2𝑦0 sin

2 𝛾

𝑎2
+
2𝑦0 cos

2 𝛾

𝑏2
) − 2𝑥0 sin 𝛾 cos 𝛾 (

1

𝑎2
+
1

𝑏2
)] 𝑦

+ [𝑦0
2 (
sin2 𝛾

𝑎2
−
cos2 𝛾

𝑏2
) + 𝑥0

2 (
cos2 𝛾

𝑎2
−
sin2 𝛾

𝑏2
)

+ 2𝑥0𝑦0 sin 𝛾 cos 𝛾 (
1

𝑎2
+
1

𝑏2
) − 1] = 0 
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 و باز فرمِ 

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0 

. ولی مشخصات مقطع شودگیریم که معادله کلی مقاطع مخروطی در دو بعد به صورت بالا داده میپس نتیجه می

مخروطی را از کجا پیدا کنیم؟ بگذارید قبل از آن چیز دیگری را بررسی کنیم. طبق شمّ ریاضی ای که باید به کار گیریم، 

 :برای تمیز بین مقاطع مخروطی

 بیضی:

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = (
2 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑎2
−
2 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑏2
)
2

− 4(
cos2 𝛾

𝑎2
+
sin2 𝛾

𝑏2
)(
sin2 𝛾

𝑎2
+
cos2 𝛾

𝑏2
)

= sin2 2𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
)
2

−
4

𝑎2𝑏2
(cos4 𝛾 + sin4 𝛾) − 4 sin2 𝛾 cos2 𝛾 (

1

𝑎4
+
1

𝑏4
)

= sin2 2𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
)
2

−
4

𝑎2𝑏2
(1 − sin2 2𝛾) − sin2 2𝛾 (

1

𝑎4
+
1

𝑏4
)

= sin2 2𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
)
2

−
4

𝑎2𝑏2
− sin2 2𝛾 (

1

𝑎4
+
1

𝑏4
−

4

𝑎2𝑏2
)

= sin2 2𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
)
2

−
4

𝑎2𝑏2
− sin2 2𝛾 ((

1

𝑎2
−
1

𝑏2
)
2

−
2

𝑎2𝑏2
)

=
2

𝑎2𝑏2
(sin2 2𝛾 − 2) < 0 

𝐵2پس برای بیضی همیشه  − 4𝐴𝐶 < 0. 

 سهمی:

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = sin2 2𝛾 − 4 sin2 𝛾 cos2 𝛾 = 0 

 :ذلولیه



38 

 

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = sin2 2𝛾 (
1

𝑎2
+
1

𝑏2
)
2

− 4(
cos2 𝛾

𝑎2
−
sin2 𝛾

𝑏2
)(
sin2 𝛾

𝑎2
−
cos2 𝛾

𝑏2
)

= sin2 2𝛾 (
1

𝑎2
+
1

𝑏2
)
2

+
4

𝑎2𝑏2
(cos4 𝛾 + sin4 𝛾)

− 4 sin2 𝛾 cos2 𝛾 (
1

𝑎4
+
1

𝑏4
)

= sin2 2𝛾 (
1

𝑎2
+
1

𝑏2
)
2

+
4

𝑎2𝑏2
(1 − sin2 2𝛾) − sin2 2𝛾 (

1

𝑎4
+
1

𝑏4
)

= sin2 2𝛾 (
1

𝑎2
+
1

𝑏2
)
2

+
4

𝑎2𝑏2
− sin2 2𝛾 ((

1

𝑎2
+
1

𝑏2
)
2

+
2

𝑎2𝑏2
)

=
2

𝑎2𝑏2
(2 − sin2 2𝛾) > 0 

𝐵2و برای هذلولی همیشه  − 4𝐴𝐶 > 0. 

𝐵2ی پس دیدیم که با هوشمندی ریاضی توانستیم رابطه − 4𝐴𝐶 ی مقطع را معیار قرار دهیم که به راحتی هر معادله

 .مخروطی هم به ما دادند بتوانیم بگوییم بیضی، سهمی یا هذلولی است

مخروطی  که نوع مقطعای به فرم کلی مقطع مخروطی به ما دادند غیر از اینخواهیم ببینیم که اگر معادلهدر مرحله بعد می

جا هم باید مجدداً سعی کنیم قدر است؟ در این( چهγ) Xشویم، چگونه بفهمیم زاویه محور اصلی آن با را متوجه می

 خوب و تمیز با معادلات ریاضی بازی کنیم.

 بیضی:

 𝐴  و𝐵  و𝐶  دارای اطلاعات𝑎 و 𝑏  و𝛾  هستند. لذا سه معادله داریم و سه مجهول. ولی دست نگه دارید! لازم نیست

 دستگاه حل کنیم. در معادلات مثلثاتی قادریم خیلی راحت بعضی چیزها را حذف کنیم:

𝐴 =
cos2 𝛾

𝑎2
+
sin2 𝛾

𝑏2
=
1 + cos 2𝛾

2𝑎2
+
1 − cos 2𝛾

2𝑏2

=
1

2
(
1

𝑎2
+
1

𝑏2
) +

cos 2𝛾

2
(
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) 

𝐵 = sin 2𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) 
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𝐶 =
sin2 𝛾

𝑎2
+
cos2 𝛾

𝑏2
=
1 − cos 2𝛾

2𝑎2
+
1 + cos 2𝛾

2𝑏2

=
1

2
(
1

𝑎2
+
1

𝑏2
) −

cos 2𝛾

2
(
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) 

𝐴 − 𝐶 = cos 2𝛾 (
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) 

tan 2𝛾 =

𝐵

(
1
𝑎2
−
1
𝑏2
)

𝐴 − 𝐶

(
1
𝑎2
−
1
𝑏2
)

   ⟹    𝛾 =
1

2
tan−1 (

𝐵

𝐴 − 𝐶
) 

 قطر بزرگ و کوچک:و اما نیم

𝐴 + 𝐶 =
1

𝑎2
+
1

𝑏2
  و       

𝐴 − 𝐶

cos 2𝛾
=
1

𝑎2
−
1

𝑏2
    ⟹ 

2

𝑎2
= 𝐴 + 𝐶 +

𝐴 − 𝐶

cos 2𝛾
 

𝑎2 =
2 cos 2𝛾

𝐴(1 + cos 2𝛾) − 𝐶(1 − cos 2𝛾)
=

cos 2𝛾

𝐴 cos2 𝛾 − 𝐶 sin2 𝛾
 

2

𝑏2
= (𝐴 + 𝐶) −

𝐴 − 𝐶

cos 2𝛾
  ⟹ 

𝑏2 =
2 cos 2𝛾

𝐶(1 + cos 2𝛾) − 𝐴(1 − cos 2𝛾)
=

cos 2𝛾

𝐶 cos2 𝛾 − 𝐴 sin2 𝛾
 

قطر بزرگ و کوچک ی بالا نیمرا برحسب ضرایبمان قبلاً به دست آوردیم، با توجه به دو رابطه γکه با توجه به این

 ی مستقیمی هم برسیم:آیند. ولی اگر بخواهیم به رابطهبرحسب ضرایب به دست می

cos 2𝛾 =
1

√1 + tan2 2𝛾
 ⟹  
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 𝑎2 =
2

𝐴(√1 + tan2 2𝛾 + 1) − 𝐶(√1 + tan2 2𝛾 − 1)

=
2

𝐴(√1 + (
𝐵

𝐴 − 𝐶)
2

+ 1) − 𝐶 (√1 + (
𝐵

𝐴 − 𝐶)
2

− 1)

=
2

𝐴 + 𝐶 + √(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2
 

𝑏2 =
2

𝐶(√1 + tan2 2𝛾 + 1) − 𝐴(√1 + tan2 2𝛾 − 1)

=
2

𝐴 + 𝐶 − √(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2
 

 ای جالب را بررسی کنیم:بگذارید نتیجه

𝑎2𝑏2 =
4

(𝐴 + 𝐶)2 − (𝐴 − 𝐶)2 − 𝐵2
=

4

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

𝐵2چون که طرف چپ تساوی همیشه مثبت است لذا باید برای بیضی   − 4𝐴𝐶 < 0. 

 سهمی:

tan 2𝛾 =
sin 2𝛾

cos 2𝛾
=

sin 2𝛾

cos2 𝛾 − sin2 𝛾
=

−𝐵

𝐶 − 𝐴
    ⟹    𝛾 =

1

2
tan−1 (

𝐵

𝐴 − 𝐶
)   

(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2 =
cos2 2𝛾

𝑝4
+
sin2 2𝛾

𝑝4
=
1

𝑝4
   ⟹   𝑝2 =

1

√(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2
 

 هذلولی:

 

𝐴 =
cos2 𝛾

𝑎2
−
sin2 𝛾

𝑏2
=
1 + cos 2𝛾

2𝑎2
−
1 − cos 2𝛾

2𝑏2

=
1

2
(
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) +

cos 2𝛾

2
(
1

𝑎2
+
1

𝑏2
) 

𝐵 = sin 2𝛾 (
1

𝑎2
+
1

𝑏2
) 
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𝐶 =
sin2 𝛾

𝑎2
−
cos2 𝛾

𝑏2
=
1 − cos 2𝛾

2𝑎2
−
1 + cos 2𝛾

2𝑏2

=
1

2
(
1

𝑎2
−
1

𝑏2
) −

cos 2𝛾

2
(
1

𝑎2
+
1

𝑏2
) 

𝐴 − 𝐶 = cos 2𝛾 (
1

𝑎2
+
1

𝑏2
) 

tan 2𝛾 =

𝐵

(
1
𝑎2
+
1
𝑏2
)

𝐴 − 𝐶

(
1
𝑎2
+
1
𝑏2
)

   ⟹    𝛾 =
1

2
tan−1 (

𝐵

𝐴 − 𝐶
) 

𝑏  و  𝑎  ِِ:هذلولی  

𝐴 + 𝐶 =
1

𝑎2
−
1

𝑏2
  و       

𝐴 − 𝐶

cos 2𝛾
=
1

𝑎2
+
1

𝑏2
    ⟹ 

2

𝑎2
= 𝐴 + 𝐶 +

𝐴 − 𝐶

cos 2𝛾
  ⟹    

𝑎2 =
2

√(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2 + 𝐴 + 𝐶
  

2

𝑏2
=
𝐴 − 𝐶

cos 2𝛾
− (𝐴 + 𝐶)  ⟹  𝑏2 =

2

√(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2 − (𝐴 + 𝐶)
  

𝑎2𝑏2 =
4

(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2 − (𝐴 + 𝐶)2
=

4

𝐵2 − 4𝐴𝐶
 

𝐵2و برای هذلولی همیشه داریم  − 4𝐴𝐶 > 0. 

 در سه بعدمعادله کلی مقاطع مخروطی  **

ت خواه در فضا، به حالگیری دلای با جهتکارمان این است که مسئله را روی صفحهحال در فضا چه کنیم؟ در سه بعد، 

. دهیمنشان می pای که مقطع مخروطی در آن است را با کلی نسبت به مبدأ مختصات در سه بعد تبدیل کنیم. صفحه

دیگر را قطع همصفحه  در  dدر یک خط به نام  XYبا  pچنین دارد. هم 𝜃خواه زاویه دل XYبا صفحه  pی صفحه

 dکنیم فرض می دهیم.نشان می 𝜃 چنین با زاویههم و dخط  ی شیب و عرض از مبدأبا دو مولفهصفحه را  .کنندمی

ی باشد و صفحه Zموازی با  'Zکنیم که دار را طوری تعریف میکند. دستگاه مختصات پریمقطع می 0yها را در Yمحور 
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X'Y'  منطبق برXY  ِباشد و مبدأO' 0)0(0,ی در نقطه,y و محور  قرار گرفته باشدY'  در راستای خطd  قرار گرفته

 تبدیل مختصات:نامیم. می 𝛼را  Xبا محور  dی زاویه باشد.

[
𝑥′

𝑦′

𝑧′
] = [

cos(90 − 𝛼) − sin(90 − 𝛼) 0
sin(90 − 𝛼) cos(90 − 𝛼) 0

0 0 1

] [
𝑥

𝑦 − 𝑦0
𝑧

]

= [
𝑥 sin 𝛼 − (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛼
𝑥 cos𝛼 + (𝑦 − 𝑦0) sin 𝛼

𝑧

] 

منطبق باشد و  'Yبر  ''Yد و منطبق باش 'Oبر  "Oکنیم به این صورت که حال دستگاه مختصات سومی تعریف می

Z'' ی روی صفحهp دانیم که قرار گرفته باشد. میZ'  90باید به اندازه − 𝜃  حولY'  بچرخد تا رویZ''  قرار بگیرد

 پس:

[
𝑥′′

𝑦′′

𝑧′′
] = [

cos(90 − 𝜃) 0 sin(90 − 𝜃)
0 1 0

−sin(90 − 𝜃) 0 cos(90 − 𝜃)
] [
𝑥′

𝑦′

𝑧′
] = [

𝑥′ sin 𝜃 + 𝑧′ cos 𝜃
𝑦′

−𝑥′ cos 𝜃 + 𝑧′ sin 𝜃

]

= [

𝑥 sin 𝛼 sin 𝜃 − (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛼 sin 𝜃 + 𝑧 cos 𝜃
𝑥 cos𝛼 + (𝑦 − 𝑦0) sin 𝛼

−𝑥 sin 𝛼 cos 𝜃 + (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛼 cos𝜃 + 𝑧 sin 𝜃
] 

 دانیم در دستگاه جدید معادله مقطع مخروطی به صورت زیر است:می

𝐴𝑦′′2 + 𝐵𝑦′′𝑧′′ + 𝐶𝑧′′2 + 𝐷𝑦′′ + 𝐸𝑧′′ + 𝐹 = 0 

 دهیم.نشان می ''y" 0(x ,0(ایم. مختصات مرکز مقطع مخروطی را در دستگاه سوم با قبلاً به دست آوردهکه ضرایب را 

 با جایگذاری ماتریس در معادله بالا:

𝐴(𝑥 cos𝛼 + (𝑦 − 𝑦0) sin 𝛼)
2

+ 𝐵(𝑥 cos𝛼 + (𝑦 − 𝑦0) sin 𝛼)(−𝑥 sin 𝛼 cos 𝜃

+ (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛼 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃)

+ 𝐶(−𝑥 sin 𝛼 cos 𝜃 + (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛼 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃)
2

+ 𝐷(𝑥 cos𝛼 + (𝑦 − 𝑦0) sin 𝛼)

+ 𝐸(−𝑥 sin 𝛼 cos 𝜃 + (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛼 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃) + 𝐹 = 0 

 سازی:با مرتب
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(𝐴 cos2 𝛼 − 𝐵 sin 𝛼 cos𝛼 cos 𝜃 + 𝐶 sin2 𝛼 cos2 𝜃)𝑥2

+ (𝐴 sin2 𝛼 + 𝐵 sin𝛼 cos𝛼 cos 𝜃 + 𝐶 cos2 𝛼 cos2 𝜃)𝑦2

+ (𝐶 sin2 𝜃)𝑧2

+ (𝐴 sin 2𝛼 + 𝐵 cos2 𝛼 cos𝜃 − 𝐵 sin2 𝛼 cos 𝜃

− 𝐶 sin 2𝛼 cos2 𝜃)𝑥𝑦 + (𝐵 cos𝛼 sin 𝜃 − 𝐶 sin𝛼 sin 2𝜃)𝑥𝑧

+ (𝐵 sin 𝛼 sin 𝜃 + 𝐶 cos𝛼 sin 2𝜃)𝑦𝑧

+ (−𝑦0(𝐴 sin 2𝛼 + 𝐵 cos
2 𝛼 cos 𝜃 − 𝐵 sin2 𝛼 cos 𝜃

− 𝐶 sin 2𝛼 cos2 𝜃) + 𝐷 cos𝛼 − 𝐸 sin𝛼 cos 𝜃)𝑥

+ (−2𝑦0(𝐴 sin
2 𝛼 + 𝐵 sin𝛼 cos𝛼 cos 𝜃 + 𝐶 cos2 𝛼 cos2 𝜃)

+ 𝐷 sin𝛼 + 𝐸 cos𝛼 cos 𝜃)𝑦

+ (−𝑦0(𝐵 sin 𝛼 sin 𝜃 + 𝐶 cos𝛼 sin 2𝜃) + 𝐸 sin 𝜃)𝑧

+ (𝑦0
2(𝐴 sin2 𝛼 + 𝐵 sin𝛼 cos 𝛼 cos 𝜃 + 𝐶 cos2 𝛼 cos2 𝜃)

− 𝑦0(𝐷 sin 𝛼 + 𝐸 cos𝛼 cos 𝜃) + 𝐹) = 0 

 یا به فرمِ:

𝐴′𝑥2 + 𝐵′𝑦2 + 𝐶′𝑧2 + 𝐷′𝑥𝑦 + 𝐸′𝑥𝑧 + 𝐹′𝑦𝑧 + 𝐺′𝑥 + 𝐻′𝑦 + 𝐼′𝑧 + 𝐽′ = 0 

 توانیم بعضی ضرایب طولانی بالا را بر حسب بعضی دیگر بنویسیم:می

{
 

 
𝐺′ = −𝐷′𝑦0 + 𝐷 cos𝛼 − 𝐸 sin𝛼 cos 𝜃

𝐻′ = −2𝐵′𝑦0 + 𝐷 sin𝛼 + 𝐸 cos𝛼 cos 𝜃

𝐼′ = −𝐹′𝑦0 + 𝐸 sin 𝜃

𝐽′ = 𝐵′𝑦0
2 − 𝑦0(𝐷 sin 𝛼 + 𝐸 cos𝛼 cos 𝜃) + 𝐹

 

در حالت دو بعد، یک روش برای های ریاضی به کار گیریم. سازی معادلات طولانی باید شگردجا هم برای سادهدر این

𝐵2این که بفهمیم مقطع مخروطیمان چیست، آزمایش  − 4𝐴𝐶  بود و𝐵  ضریب𝑥𝑦 گوییم ضریب بود )که به آن می

و اشتراکی در  𝑦2و  𝑥2ای( بودند مثل های فقط یک مؤلفه )ضریب تک مؤلفههر کدام ضریب 𝐶و  𝐴مشترک( ولی 

ی آزمایش ما رسیم. یعنجا. بگذارید ببینیم اگر این موضوع را بسط دهیم در حالت کلی به چه نتایجی میکار نیست این

 شود:می

−جمع توانهای دوی ضریبهای مشترک 4 ∗  جمع ضربهای دو به دوی ضریبهای تک مؤلفهای

 به عبارت ریاضی در سه بعد:

(𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) − 4(𝐴′𝐵′ + 𝐴′𝐶′ + 𝐵′𝐶′) 
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ین کار ای نشان دهید )حتماً اهای جبری سادهتوانید با اعمال فرآیندتر حسابشان کردیم میها که قبلبا جایگذاری ضریب

 بکنید(:را 

(𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) − 4(𝐴′𝐵′ + 𝐴′𝐶′ + 𝐵′𝐶′) = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 

 قدر زیبا، تست ما ناوردا شد یعنی تستمان برای سه بعدی، هم ارز شد با تست دو بعدی. پس در سه بعد:بینیم که چهمی

(𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) − 4(𝐴′𝐵′ + 𝐴′𝐶′ + 𝐵′𝐶′)  

{
 

 
< بیضی      0

= سهمی     0

> هذلولی    0

 

 کنیم. برای حالت دو بعدی داشتیم:ای استفاده میچه کنیم؟ باز از روش مقایسه 𝑏و  𝑎برای 

𝑎2 =
2

𝐴 + 𝐶 + √(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2
 

 .های معادله سه بعدی به مخرج رابطه پایین برسیم کار حل استاگر به نحوی بتوانیم از ضریب

𝐴 + 𝐶 + √(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2 = 𝐴 + 𝐶 + √𝐴2 + 𝐶2 − 2𝐴𝐶 + 𝐵2 

 :رسیم یا خیرنتایج مطلوبی میکنیم ببینیم به باز الگوسازی می

جمع ضریبهای تک مؤلفهای

جمع مربعهای ضریبهای تک مؤلفهای√ + − 2 ∗ (جمع ضربهای دو به دوی ضریبهای تک مؤلفهای)  جمع مربعهای ضریبهای مشترک+

 به زبان ریاضی:

(𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′)

+ √𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) 

 گوید: )شما هم حتماً بگویید!(آید به کمکمان و میاین جا زیبایی کار ریاضی می مجدداً 

±(𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′)

+ √𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)

= ±(𝐴 + 𝐶) + √(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2 

 پس:
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=
2

𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′ +√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)
 

=
2

𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′ −√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)
 

  دهیم:مثل قبل ضربی انجام می

=
4

(𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′)2 − 𝐴′2 − 𝐵′2 − 𝐶′2 + 2𝐴′𝐵′ + 2𝐴′𝐶′ + 2𝐵′𝐶′ − (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)
 

=
4

4(𝐴′𝐵′ + 𝐴′𝐶′ + 𝐵′𝐶′) − (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)
 

بیضی، مخرج همیشه مثبت است و این با مثبت بودن طرف چپ تساوی در توافق  قبلاً به دست آورده بودیم که برای

  برای هذلولی: است.

=
2

√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) + 𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′
 

=
2

√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) − (𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′)
 

𝑎2𝑏2 =
4

(𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) − 4(𝐴′𝐵′ + 𝐴′𝐶′ + 𝐵′𝐶′)
 

 و برای هذلولی هم که قبلاً در آوردیم مخرج همیشه مثبت است که با توجه به طرف چپ، امری منطقیست.

 دانیم که:برای سهمی هم می

𝑝2 =
1

√(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2
 

 دار کردیم داریم:ای که برای ضرایب پریمپس با مشابه سازی

𝑝2 =
1

√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)
 

 دانیم که:توانیم به قسمت زیر رادیکال مخرج برسیم. میچنین به روشی دیگر میهم

𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′ = 𝐴 + 𝐶 

𝑎2 

𝑏2 

𝑎2𝑏2 

𝑎2 

𝑏2 
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 دار ها تبدیل کنیم. پس تنها کار ما این است که ببینیم چگونه:و فعلاً قادر شدیم ضرایب بدون پریم را به پریم 

(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2 

 دار تبدیل کنیم: را به ضرایب پریم 

(𝐴 + 𝐶)2 − 4𝐴𝐶 = (𝐴 − 𝐶)2    ⟹  𝐵2 + (𝐴 − 𝐶)2 = (𝐴 + 𝐶)2 + (𝐵2 − 4𝐴𝐶) 

𝐵2قبلاً معادلِ  − 4𝐴𝐶 :را پیدا کرده بودیم. با جایگذاری 

𝐵2 + (𝐴 − 𝐶)2

= (𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′)2 + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)

− 4(𝐴′𝐵′ + 𝐴′𝐶′ + 𝐵′𝐶′)  

= 𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) 

 ی ریاضیِ دقیقی به آن رسیدیم.حدس و آزمایش و بدون پشتوانهو این همان چیزیست که در قبل با 

تازه جهت  γبرایمان مهم نباشد چون اول باید صفحه مقطع مخروطی را پیدا کنیم و بعد  γدر سه بعد شاید خیلی دانستن 

لی به بردارها خیگوید که شاید خیلی برایمان مهم نباشد. در چنین مواقعی و در سه بعد گیری را در آن صفحه به ما می

ده به نظر کننبیش از این کار با هندسه دکارتی شاید خسته آیند. در پیدا کردن صفحه مقطع مخروطی یا....کمک ما می

 برسد.

𝐴𝑥2نکاتی مهم در استفاده از  و  𝑦0و  𝑥0پیدا کردن + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0 

 در دو بعد

آید ربط داشت. سؤالی که پیش می 𝐶و  𝐵و  𝐴به ضرایب  مقطع مخروطیدیدیم که تمام کارمان در تعیین مشخصات 

یعنی   𝑦0و  𝑥0آیند. خیلی واضح است که با توجه به معادله، به چه کار می 𝐹و  𝐸و  𝐷است که بقیه ثوابت یعنی این

جهول. گمان نکنید که لذا سه معادله داریم و دو م شوندنشانی مرکز مقطع مخروطی فقط در این سه ضریب ظاهر می

 آید. در جایی دیگر از آن استفاده خواهیم کرد. با این وصف:یک معادله اضافی است و به کار نمی

𝐷 = (
−2𝑥0 cos

2 𝛾

𝑎2
−
2𝑥0 sin

2 𝛾

𝑏2
) − 2𝑦0 sin 𝛾 cos 𝛾 (

1

𝑎2
−
1

𝑏2
) 

𝐸 = (
−2𝑦0 sin

2 𝛾

𝑎2
−
2𝑦0 cos

2 𝛾

𝑏2
) − 2𝑥0 sin 𝛾 cos 𝛾 (

1

𝑎2
−
1

𝑏2
) 

 های گذشته:با جانشانی ضریب
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{
−2𝐴𝑥0 − 𝐵𝑦0 = 𝐷
−𝐵𝑥0 − 2𝐶𝑦0 = 𝐸

 

توان حل کرد ولی ما دستور های مختلفی میبا روش را پیدا کرد. 𝑦0و  𝑥0ی بالا، دو مجهول توان با حل دو معادلهمی

 گزینیم:کرامر را برمی

𝑥0 =
|
𝐷 −𝐵
𝐸 −2𝐶

|

|
−2𝐴 −𝐵
−𝐵 −2𝐶

|
=
𝐸𝐵 − 2𝐷𝐶

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

𝑦0 =
|
−2𝐴 𝐷
−𝐵 𝐸

|

|
−2𝐴 −𝐵
−𝐵 −2𝐶

|
=
𝐵𝐷 − 2𝐴𝐸

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

 بیضی و هذلولی بر قرارند. دقت کنید که روابط بالا برای 

 شود؟ خوب است به مثال زیر توجه کنید.چه می 𝐹و اما نقش  

 ی:مقطعی مخروطی داریم به معادله

2𝑥2 + 7𝑥𝑦 − 3𝑦2 + 𝑥 + 10𝑦 − 4 = 0 

 ی بالا به دست آوریم. حال معادله زیر را نگاه کنید:برای معادله 𝑏و  𝑎توانیم یک هایی که در آوردیم میطبق معادله

6 + 21𝑥𝑦 − 9𝑦2 + 3𝑥 + 30𝑦 − 12 = 0 

و عملاً همان  شده است 3ی اول است که ضرب در ی دومی در واقع همان معادلهبینید که معادلهاگر دقت کنید می

هایی ثابتند. یزکنند و چه چاند. باید ببینیم با تغییر ضرایب چه چیزهایی تغییر می. حال ضرایب تغییر کردهمعادله است

چون که به صورت  γزاویه 
1

2
tan−1 (

𝐵

𝐴−𝐶
در عددی مشخص بکنیم صورت و ی ضرایب را ضرباست و اگر همه (

گونه نیستند، چرا که در مخرج، این 𝑏و  𝑎ماند. ولی اگر دقت کنید بدون تغییر می γشوند لذا در یک عدد میمخرج ضرب

سؤال این  .کنندهم تغییر می 𝑏و  𝑎 ،ضرایب وجود دارد ولی در صورت چیزی ما به ازای آن نیست، پس با تغییر ضرایب

ان به ضرایب آن اعتماد کرد که از توی مقطعی مخروطی دادند چگونه بفهمیم که آیا میاست که اگر به ما معادله

دست  هتر بای که ما قبلی اصلیاند معادلهای که به ما دادهرا بیابیم یا خیر؟؛ مثلاً معادله 𝑏و  𝑎های محاسبه شده فرمول

 نهفته است. 𝐹دانیم چیست. راه حل این مشکل در در عددی شده است که تازه آن عدد را هم نمیآوردیم نیست و ضرب

 ای هستند که قبلاً در آوردیم:ضرایب به گونه ی مقطع مخروطی اصیل استفاده کنیم )فعلاً بیضی(اگر از معادله
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{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐴 =

cos2 𝛾

𝑎2
+
sin2 𝛾

𝑏2

𝐵 =
2 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑎2
−
2 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑏2

𝐶 =
sin2 𝛾

𝑎2
+
cos2 𝛾

𝑏2

𝐷 = −2𝐴𝑥0 − 𝐵𝑦0
𝐸 = −𝐵𝑥0 − 2𝐶𝑦0

𝐹 = 𝐴𝑥0
2 + 𝐶𝑦0

2 + 𝐵𝑥0𝑦0 − 1

 

 بنید که:میاگر کمی دقت کنید 

𝐷𝑥0 + 𝐸𝑦0 + 2𝐹 = −2 

اگر عددی را در  𝛾هم مثل  𝑦0و  𝑥0در ابتدا باید ببینیم که آیا معادله بالا برای هذلولی هم صادق است)امتحان کنید(. 

نسبت به ضرب عدد در معادله حساس  𝛾ها هم مثل مانند یا خیر؟ واضح است که آنمعادله ضرب کنیم بدون تغییر می

در صورت و مخرج ضرایب وجود دارد و اگر صورت و مخرج در یک عدد ضرب  𝑦0و هم در  𝑥0نیستند چرا که هم در 

را داریم  𝑦0و  𝑥0ای که در بالا به دست آوردیم با توجه به این که قطعاً حال، رابطه کند.شوند فرقی به حال کسر نمی

ی هی بالا صادق بود، یعنی معادلکند که اگر رابطهی اصلی را داریم یا خیر( به ما کمک میکه آیا معادله )مستقل از این

ی اند و نیاز به تصحیح ندارند. و اگر رابطهآوریم، درستکه به دست می 𝑏و  𝑎ی اصلی مقطع مخروطی است و ما معادله

 ی ی ضرایب ضرب کنیم به طوری که رابطهدر همه  𝑘بالا صادق نبود باید ضریب تصحیحی مثل 

(𝑘𝐷)𝑥0 + (𝑘𝐸)𝑦0 + 2(𝑘𝐹) = −2 

 کنیم.را حساب می 𝑏و  𝑎ضرب در ضرایب قبلی و با این ضرایب جدید  𝑘شود . آن گاه ضرایب جدید ما میبرقرار باشد

 را چه انتخاب کنیم؟ 𝑘ضریب 

𝑘 = −
2

𝐷𝑥0 + 𝐸𝑦0 + 2𝐹
  

ای را حساب کنیم. مثلاً معادله 𝑏و  𝑎گویند دهند و میای میدهیم. به ما معادلهفرآیند حل مسئله را بار دیگر شرح می

 به فرمِ:

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0 

 شود مختصات مرکز مقطع مخروطی:ها میکنیم و اینرا حساب می 𝑦0و  𝑥0 در ابتدا به راحتی

𝑥0 =
𝐸𝐵 − 2𝐷𝐶

4𝐴𝐶 − 𝐵2
𝑦0    و    =

𝐵𝐷 − 2𝐴𝐸

4𝐴𝐶 − 𝐵2
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 کنیم:را حساب می 𝑘سپس 

𝑘 = −
2

𝐷𝑥0 + 𝐸𝑦0 + 2𝐹
=

2(𝐵2 − 4𝐴𝐶)

𝐷𝐸𝐵 − 2𝐷2𝐶 + 𝐸𝐷𝐵 − 2𝐴𝐸2 − 2𝐹(𝐵2 − 4𝐴𝐶)

=
(𝐵2 − 4𝐴𝐶)

𝐸𝐷𝐵 − 𝐷2𝐶 − 𝐸2𝐴 − 𝐹(𝐵2 − 4𝐴𝐶)
 

 )برای بیضی( شوند:طور داده میاین 𝑏و  𝑎برابر با یک شد آن گاه  𝑘اگر 

𝑎2 =
2

𝐴 + 𝐶 + √(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2
 

𝑏2 =
2

𝐴 + 𝐶 − √(𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2
 

 کنیم:برابر با یک نشد آن گاه تعریف می 𝑘اگر 

𝐴′ = 𝑘𝐴    𝐵′ = 𝑘𝐵    𝐶′ = 𝑘𝐶    𝐷′ = 𝑘𝐷    𝐸′ = 𝑘𝐸     𝐹′ = 𝑘𝐹 

 سپس:

𝑎2 =
2

𝐴′ + 𝐶′ + √(𝐴′ − 𝐶′)2 + 𝐵′2
 

𝑏2 =
2

𝐴′ + 𝐶′ − √(𝐴′ − 𝐶′)2 + 𝐵′2
 

مطالب  های قبلی معتبرند.ندارد و برای این سه، فرمول 𝑦0و  𝛾 و 𝑥0هرچه باشد فرقی به حال  𝑘دانیم که هم چنین می

 مربوط به هذلولی استفاده کنیم.ِِ  𝑏و  𝑎بالا برای هذلولی هم معتبرند به این شرط که از فرمول 

 ست:ولی روابط بالا برای بیضی و هذلولی برقرار بودند. کار برای سهمی به شکل دیگری ا

𝐷 =
−4𝑝 cos 𝛾 − 2𝑥0 sin

2 𝛾 + 2𝑦0 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑝2
= −

4 cos 𝛾

𝑝
− 2𝐴𝑥0 − 𝐵𝑦0 

𝐸 =
−4𝑝 sin 𝛾 − 2𝑦0 cos

2 𝛾 + 2𝑥0 sin 𝛾 cos 𝛾

𝑝2
= −

4 sin 𝛾

𝑝
− 𝐵𝑥0 − 2𝐶𝑦0 
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{
 

 2𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 = −
4 cos 𝛾

𝑝
− 𝐷

𝐵𝑥0 + 2𝐶𝑦0 = −
4 sin 𝛾

𝑝
− 𝐸

 

𝑥0 =

|
−
4 cos 𝛾
𝑝

− 𝐷 𝐵

−
4 sin 𝛾
𝑝

− 𝐸 2𝐶
|

|
2𝐴 𝐵
𝐵 2𝐶

|
=
𝐸𝐵 − 2𝐷𝐶 +

4
𝑝
(𝐵 sin 𝛾 − 2𝐶 cos 𝛾)

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

𝑦0 =

|
2𝐴 −

4 cos 𝛾
𝑝

− 𝐷

𝐵 −
4 sin 𝛾
𝑝

− 𝐸
|

|
2𝐴 𝐵
𝐵 2𝐶

|
=
𝐵𝐷 − 2𝐴𝐸 +

4
𝑝
(𝐵 cos 𝛾 − 2𝐴 sin 𝛾)

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

 بینیم که در سهمی:اگر کمی دقت کنیم می

𝐷𝑥0 + 𝐸𝑦0 + 2𝐹 =
4

𝑝
(𝑥0 cos 𝛾 + 𝑦0 sin 𝛾) 

زیر نگاه  هایچرا که اگر به معادله رسد برای سهمی شاید کار به راحتی بیضی و هذلولی نباشدبه نظر می برقرار است.

باشند )ولو تغییر کرده( به ما جواب درست هاین گونه نیستند که اگر ضرایب هر چ 𝑦0و  𝑥0بینید که این دفعه کنید می

𝑥0  و𝑦0  را بدهند؛کافیست𝑝 ی آخری سری معادلات زیر در را از معادله𝑥0  و𝑦0   جایگذاری کنید. خواهید دید که

فعلاً ناچاریم  ضرب کنیم، دیگر صورت و مخرج همدیگر را ساده نخواهند کرد. 𝑘ی ضرایب را در عددی مثل اگر همه

 :استفاده کنیمزیر، همزمان  معادلهچند که از 

𝛾 =
1

2
tan−1 (

𝐵

𝐴 − 𝐶
) 

𝑥0 =
𝐸𝐵 − 2𝐷𝐶 +

4
𝑝
(𝐵 sin 𝛾 − 2𝐶 cos 𝛾)

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

𝑦0 =
𝐵𝐷 − 2𝐴𝐸 +

4
𝑝
(𝐵 cos 𝛾 − 2𝐴 sin 𝛾)

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

𝐷𝑥0 + 𝐸𝑦0 + 2𝐹 −
4

𝑝
(𝑥0 cos 𝛾 + 𝑦0 sin 𝛾) = 0 
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𝑝 =
1

((𝐴 − 𝐶)2 + 𝐵2)
1
4

 

ی بالا باید همزمان برقرار باشند و برای این که وقتی یک رابطه پنج ی آخری را قبلاً به دست آورده بودیم.که رابطه

( 𝑘در عددی بکنیم )ی ضرایب را ضربواقعی را بیابیم، باید همه 𝑝معادله سهمی با ضرایب مشخص به ما دادند، بتوانیم 

 .نویسی انجام دادتوان با آزمون و خطا یا برنامهی بالا همزمان صادق باشد و این را احتمالاً میمعادله پنچبه طوری که 

وجود  داریتر برهای سادههشاید را شودالبته این ناگفته نماند که بعضی جاها که کارمان با مختصات دکارتی سخت می

 داشته باشد.

 در سه بعد نکاتی مهم در استفاده از  معادله مقطع مخروطی و 𝜃و  𝑦0  ،𝛼 پیدا کردن

بندی شده باشند و همه در یک صفحه باشند، ی مشخص شده به صورتی که درست مختصاتدانیم که با پنج نقطهمی

توان با تاست و یکی را می6ی هر مقطع مخروطی را در آورد. این را برای دو بعد که تعداد ضرایبمان توان معادلهمی

فهمیم ولی برای حالت سه بعد که ده ضریب داریم)!( د، میتقسیم دیگران بر آن حذف کرد به طوری که پنج ضریب بمان

نقطه را معلوم کنند تا بتوانیم معادلات را حل کنیم و انگار  9رسد باید توانیم یکی را حذف کنیم، به نظر میلااقل میو 

دهند که ه ما میاگر سؤال را هوشمندانه مطرح کرده باشند قطعاً نقاطی ب جاست کهنیست. نکته در این نقطه کافی 5

معادله یک نشان خواهید داد که   14اند و به این ترتیب یک معادله صفحه هم داریم. در مسئله همگی در یک صفحه

 شود:صفحه در سه بعد به این شکل داده می

�̅�𝑥 + �̅�𝑦 + 𝐶̅𝑧 =  0 یا 1

ا ها صرفاً برای این است که بتعیین شوند و علامت بار روی آن با حل دستگاه معادله ثابتند که باید 𝐶̅و  �̅�و  �̅�که 

بینیم که سه ضریب داریم و بنابراین سه نقطه برای مشخص کردن یک می داشتیم اشتباه نشود. هایی که قبلاًثابت

قولانه دهند به طوری که معبنابراین وقتی به ما پنج نقطه می اند )چیزی که در هندسه هم آن را قبول داریم(صفحه کافی

 ی مقطع مخروطی را در فضا مشخصها صفحهتوانیم بلافاصله با سه نقطه از آنهمگی باید روی یک صفحه باشند، می

دانیم . می𝜃و  𝑦0 ،𝛼ها استفاده کردیم را داریم مثلاً؛ ها صفحه در سه بعد که قبلاً از آنپس یعنی تمام آدرس کنیم.

𝑧است لذا در نقاط آن  XYدر در صفحه  dخط  =  :شودمی dی . پس معادله0

�̅�𝑥 + �̅�𝑦 =  0 یا 1

 و:

𝑦0 =
1

�̅�
tan   و   0 یا 𝛼 = −

�̅�

�̅�
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 دهید که بردارِ نشان می  14برداری حل کنیم. در مسئله  ناچاریم کمی 𝜃برای پیدا کردن 

�⃗⃗⃗� = �̅��̂� + �̅�𝑗̂ + 𝐶̅�̂� 

با  pکه مساوی است با زاویه Z (𝜃)ی آن با محور (. بنابراین زاویهpی مقطع مخروطی )صفحهبرداری است عمود بر 

XY شود:می 

�⃗⃗⃗�. �̂� = |�⃗⃗⃗�| cos 𝜃 = 𝐶̅   ⇒   cos 𝜃 =
𝐶̅

√�̅�2 + �̅�2 + 𝐶̅2
 

𝜃 آید.هم بدین ترتیب به دست می  

 ***روشی عملی و محاسباتی برای پیدا کردن مشخصات مقطع مخروطی در سه بعد

مجهولند که باز با  𝐹و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶 ،𝐷 ،𝐸ی طولانی مقطع مخروطی، فقط را داریم، در معادله 𝜃و  𝑦0 𝛼حال که 

ولی استفاده از معادله طولانی مقطع مخروطی خیلی سخت است.  تقسیم دیگران بر یکی، پنج مجهول خواهیم داشت.

جا دیم ایندار را که قبلاً نوشته بوایب پریمبعضی ضر. بار دیگر دار استفاده کنیمشاید بهتر باشد از همان ضرایب پریم

 آوریم:می

{
 

 
𝐺′ = −𝐷′𝑦0 + 𝐷 cos𝛼 − 𝐸 sin𝛼 cos 𝜃

𝐻′ = −2𝐵′𝑦0 + 𝐷 sin𝛼 + 𝐸 cos𝛼 cos 𝜃

𝐼′ = −𝐹′𝑦0 + 𝐸 sin 𝜃

𝐽′ = 𝐵′𝑦0
2 − 𝑦0(𝐷 sin 𝛼 + 𝐸 cos𝛼 cos 𝜃) + 𝐹

 

اید پریم بالا را بدار به دست آوریم و ضرایب بدونضرایب پریم فقطهدف ما این است که یک سری رابطه جدید بین 

 حذف کنیم.

𝐸 sin 𝜃 = 𝐼′ + 𝐹′𝑦0   ⟹  

 (𝐺′ + 𝐷′𝑦0) sin 𝜃 = 𝐷 cos𝛼 sin 𝜃 − sin𝛼 cos 𝜃 (𝐼
′ + 𝐹′𝑦0)  ⟹   

𝐷 cos𝛼 sin 𝜃 = (𝐺′ + 𝐷′𝑦0) sin 𝜃 + sin𝛼 cos 𝜃 (𝐼
′ + 𝐹′𝑦0) 

𝐻′ sin 𝜃 = −2𝐵′𝑦0 sin 𝜃 + 𝐷 sin 𝜃 sin 𝛼 + (𝐼
′ + 𝐹′𝑦0) cos 𝛼 cos 𝜃  ⟹   

𝐻′ sin 𝜃 cos 𝛼

= −2𝐵′𝑦0 sin 𝜃 cos 𝛼 + (𝐺
′ + 𝐷′𝑦0) sin 𝜃 sin 𝛼

+ sin2 𝛼 cos 𝜃 (𝐼′ + 𝐹′𝑦0) + (𝐼
′ + 𝐹′𝑦0) cos

2 𝛼 cos 𝜃  ⟹ 
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(𝐻′ + 2𝐵′𝑦0) tan 𝜃 cos𝛼 = (𝐺
′ + 𝐷′𝑦0) tan 𝜃 sin 𝛼 + (𝐼

′ + 𝐹′𝑦0)  

یم. معادله دار جا ششدار، پس تا اینی بالا هم داریم بین ضرایب پریمپنج معادله از پنج نقطه داریم از طرفی معادله

 تابیم تا معادله جور کنیم! مثلا:حداقل به سه معادله دیگر نیاز داریم. کمی در معادلات می

𝐶′ = 𝐶 sin2 𝜃 ′𝐹   و   cos𝛼 − 𝐸′ sin 𝛼 = 𝐶(sin2 𝛼 + cos2 𝛼) sin 2𝜃 = 𝐶 sin 2𝜃

⟹ 2𝐶′ cot 𝜃 =  𝐹′ cos 𝛼 − 𝐸′ sin 𝛼 

 دانستیم که:از طرفی می ی بالا هفتمین رابطه است.رابطه

𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′ = 𝐴 + 𝐶 = 𝐴 +
𝐶′

sin2 𝜃
   ⟹  𝐴 = 𝐴′ + 𝐵′ − 𝐶′ cot2 𝜃 

 چنین:هم

𝐴′ = 𝐴 cos2 𝛼 − 𝐵 sin𝛼 cos𝛼 cos 𝜃 + 𝐶 sin2 𝛼 cos2 𝜃 ⟹ 

 𝐵 sin 𝛼 cos𝛼 cos 𝜃 = 𝐴 cos2 𝛼 + 𝐶 sin2 𝛼 cos2 𝜃−𝐴′

= −𝐴′ sin2 𝛼 + 𝐵′ cos2 𝛼 − 𝐶′ cot2 𝜃 cos 2𝛼 

 حال:

𝐸′ cos 𝛼 + 𝐹′ sin 𝛼 = 𝐵 sin 𝜃 

 ای دیگر:و رابطه

𝐸′ cos 𝛼 + 𝐹′ sin 𝛼 = −𝐴′ tan 𝜃 tan𝛼 + 𝐵′ tan 𝜃 cot 𝛼 − 2𝐶′ cot 𝜃 cot 2𝛼 

 دانیم:آخرین رابطه می برای به دست آوردنو بالأخره 

𝐷′ = 𝐴 sin 2𝛼 + 𝐵 cos 2𝛼 cos 𝜃 − 𝐶 sin 2𝛼 cos2 𝜃 

 داریم: 𝐶و  𝐴،𝐵 با جایگذاری

𝐷′ = 𝐴′ sin 2𝛼 + 𝐵′ sin 2𝛼 − 𝐶′ sin 2𝛼 cot2 𝜃 − 2𝐴′ sin2 𝛼 cot 2𝛼

+ 2𝐵′ cos2 𝛼 cot 2𝛼 − 2𝐶′ cot2 𝜃 cos 2𝛼 cot 2𝛼 − 𝐶′ sin 2𝛼 cot2 𝜃

= 𝐴′(sin 2𝛼 − 2 sin2 𝛼 cot 2𝛼) + 𝐵′(sin 2𝛼 + 2 cos2 𝛼 cot 2𝛼)

− 2𝐶′
cot2 𝜃

sin 2𝛼
  

 معادلاتی که در دست داریم در یک نگاه:
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{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

�̅�𝑥 + �̅�𝑦 + 𝐶̅𝑧 = ⟹   0 یا 1      �̅� و  �̅� و  𝐶̅

tan 𝛼 = −
�̅�

�̅�
cos     و       𝜃 =

𝐶̅

√�̅�2 + �̅�2 + 𝐶̅2
𝑦0   و  =

1

�̅�
    0 یا

(معادلات1تا5) 𝐴′𝑥2 + 𝐵′𝑦2 + 𝐶′𝑧2 + 𝐷′𝑥𝑦 + 𝐸′𝑥𝑧 + 𝐹′𝑦𝑧 + 𝐺′𝑥 + 𝐻′𝑦 + 𝐼′𝑧 + 𝐽′ = 0

(معادله6)  (𝐻′ + 2𝐵′𝑦0) tan 𝜃 cos𝛼 − (𝐺
′ + 𝐷′𝑦0) tan 𝜃 sin 𝛼 − (𝐼

′ + 𝐹′𝑦0) = 0

(معادله7)  2𝐶′ cot 𝜃 + 𝐸′ sin 𝛼 − 𝐹′ cos 𝛼 = 0

′𝐴 (معادله8) tan 𝜃 tan 𝛼 − 𝐵′ tan 𝜃 cot 𝛼 + 2𝐶′ cot 𝜃 cot 2𝛼 + 𝐸′ cos 𝛼 + 𝐹′ sin 𝛼 = 0

𝐴′(sin (معادله9) 2𝛼 − 2 sin2 𝛼 cot 2𝛼) + 𝐵′(sin 2𝛼 + 2 cos2 𝛼 cot 2𝛼) − 2𝐶′
cot2 𝜃

sin 2𝛼
− 𝐷′ = 0

 

ابتدا با سه نقطه اند! طور نیست و امتحان شدهاند باید گفت که اینکنید که شاید معادلات بالا تکراریاگر احیاناً فکر می

کنیم شکلمان را پیدا میی دهند، مشخصات صفحهای که برای تعیین یک مطع مخروطی به ما میاز حداقل پنج نقطه

 9تا  6ی م سپس از چهار معادلهسازیی معلوم که داریم پنج معادله با معادله اصلی مقطع مخروطی میبا پنج نقطهسپس 

کنیم، که فعلاً آن را یک فرض می ′𝐽ضرایب را به غیر از  ییم تا بتوانیم با حل دستگاه نُه معادله همهکنهم استفاده می

توان به ضرایب به دست آمده اعتماد کرد چرا که ممکن است همگی در دو بعد، گفتیم که به طور مطلق نمی بیابیم. حال

ضرایب ضرب  یرا در همه 𝑘در عددی خاص شده باشند که البته تعیین کردیم که باید چه بکنیم و گفتیم که عدد ضرب

های درستی نائل آییم. برای سه بعد چه ، به مقدار𝑏و  𝑎بکنیم و با استفاده از ضرایب جدید به دست آمده در فرمول 

 مثل زیر دادند:ای کنیم؟ فرض کنید ما توانستیم دستگاه معادلات را حل کنیم یا اصلاً به ما معادله

𝐴′′𝑥2 + 𝐵′′𝑦2 + 𝐶′′𝑧2 + 𝐷′′𝑥𝑦 + 𝐸′′𝑥𝑧 + 𝐹′′𝑦𝑧 + 𝐺′′𝑥 + 𝐻′′𝑦 + 𝐼′′𝑧 + 1 = 0 

الا ضرب ی ضرایب بکنیم که همهکنیم! فرض میها اعتماد نمییابیم ولی به آنابتدا نُه ضریب را به روش ذکر شده می

 دار باشند:( شده باشند. یعنی ضرایب اولیه پریم′𝑘در عددی )

𝐴′′ = 𝑘′𝐴′    الی آخر 

 پس:

𝑘′𝐽′ = 1  ⟹   

𝑦0
2((𝑘′𝐴) sin2 𝛼 + (𝑘′𝐵) sin 𝛼 cos𝛼 cos 𝜃 + (𝑘′𝐶) cos2 𝛼 cos2 𝜃)

− 𝑦0((𝑘
′𝐷) sin 𝛼 + (𝑘′𝐸) cos𝛼 cos 𝜃) + (𝑘′𝐹) = 1 

 ی اگر معادله

𝐴′′𝑥2 + 𝐵′′𝑦2 + 𝐶′′𝑧2 + 𝐷′′𝑥𝑦 + 𝐸′′𝑥𝑧 + 𝐹′′𝑦𝑧 + 𝐺′′𝑥 + 𝐻′′𝑦 + 𝐼′′𝑧 + 1 = 0 
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دار کنیم به ضرایب پریم ′𝑘ی ضرایبی که به دست آوردیم را تقسیم بر را حل کنیم وضرایب را به دست آوریم، اگر همه

 سیم:نویدار به دست آورده بودیم، بار دیگر میرسیم. حال ضرایب بدون پریم را که قبلاً بر حسب ضرایب پریممی

{
 
 

 
 

𝐴 = 𝐴′ + 𝐵′ − 𝐶′ cot2 𝜃
𝐵 sin𝛼 cos𝛼 cos 𝜃 = −𝐴′ sin2 𝛼 + 𝐵′ cos2 𝛼 − 𝐶′ cot2 𝜃 cos 2𝛼

𝐶 =
𝐶′

sin2 𝜃
𝐷 cos𝛼 sin 𝜃 = (𝐺′ + 𝐷′𝑦0) sin 𝜃 + sin𝛼 cos 𝜃 (𝐼

′ + 𝐹′𝑦0)

𝐸 sin 𝜃 = 𝐼′ + 𝐹′𝑦0

 

، پس چون جواب شودمی ′𝑘در شود، هر ضریب بدون پریم هم ضرب ′𝑘در دار ضربدر معادلات بالا اگر هر ضریب پریم

 یمعادله

𝐴′′𝑥2 + 𝐵′′𝑦2 + 𝐶′′𝑧2 + 𝐷′′𝑥𝑦 + 𝐸′′𝑥𝑧 + 𝐹′′𝑦𝑧 + 𝐺′′𝑥 + 𝐻′′𝑦 + 𝐼′′𝑧 + 1 = 0 

اگر از معادلات داخل آکولاد بالا استفاده کنیم، ضرایب بدون پریمی که  دار است پسضرب در ضرایب پریم ′𝑘در واقع، 

و...  (𝑘′𝐵)و  (𝑘′𝐴)اند! در واقع ما از حل آکولاد بالا به ضرب در ضرایب بدون پریم ′𝑘آوریم، در واقع به دست می

 کنیم:را تعیین می ′𝑘گیریم و را یک می 𝐹تر شود پس مندیم که کار سادهاز طرفی علاقه رسیم.می

𝑘′ = 1 + 𝑦0((𝑘
′𝐷) sin 𝛼 + (𝑘′𝐸) cos𝛼 cos 𝜃)

− 𝑦0
2((𝑘′𝐴) sin2 𝛼 + (𝑘′𝐵) sin 𝛼 cos𝛼 cos 𝜃

+ (𝑘′𝐶) cos2 𝛼 cos2 𝜃) 

 𝐹ولی این تمام ماجرا نیست! چرا که ما فرض کردیم  کنیم.را پیدا می ′𝑘و... را داریم،  (𝑘′𝐵)و  (𝑘′𝐴)پس چون 

را یک  𝐹برابر یک است در حالی که در حالت کلی چنین چیزی لزومی ندارد. همان طور که در حالت دو بعد دیدیم اگر 

 ضرایب بدون پریم را در  یفرض کردیم باید همه

𝑘 =
(𝐵2 − 4𝐴𝐶)

𝐸𝐷𝐵 − 𝐷2𝐶 − 𝐸2𝐴 − (1)(𝐵2 − 4𝐴𝐶)
 

ها برای پیدا کردن مشخصات مقطع مخروطی آنضرب کنیم تا ضرایب بدون پریم حقیقی حاصل آیند که بتوانیم به 

 بالا داریم: یاعتماد کنیم. از معادله

=

((
(𝑘′𝐵)
𝑘′

)
2

− 4 (
(𝑘′𝐴)
𝑘′

) (
(𝑘′𝐶)
𝑘′

))

(
(𝑘′𝐸)
𝑘′

) (
(𝑘′𝐷)
𝑘′

) (
(𝑘′𝐵)
𝑘′

) − (
(𝑘′𝐷)
𝑘′

)
2

(
(𝑘′𝐶)
𝑘′

) − (
(𝑘′𝐸)
𝑘′

)
2

(
(𝑘′𝐴)
𝑘′

) − ((
(𝑘′𝐵)
𝑘′

)
2

− 4(
(𝑘′𝐴)
𝑘′

) (
(𝑘′𝐶)
𝑘′

))

 𝑘 
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های قابل محاسبهرا بر حسب کمیت 𝑘ها هستند پس  و... (𝑘′𝐵)و  (𝑘′𝐴)توانیم حساب کنیم گفتیم چیزی که ما می

خواستیم ای که میکنیم، به ضرایب حقیقی 𝑘 در کنیم سپس ضرب ′𝑘ها را تقسیم بر  (𝑘′𝐴)مان نوشتیم پس اگر 

دار هم در شان ضرایب پریمهرسیم. قبلاً هم گقته بودیم که اگر ضرایب بدون پریم اگر در چیزی ضرب شوند، مشابمی

در را ضرب ها (𝑘′𝐴)شوند. پس اگر همان چیز ضرب می
𝑘

𝑘′
و ... برسیم، باید  𝐶و  𝐵و  𝐴کردیم تا به مقدار واقعی  

(𝑘′𝐴′)  ها یا به عبارتی دیگر𝐴′′  و𝐵′′  و𝐶′′ در و ....ها را ضرب
𝑘

𝑘′
 ′𝐴دار یعنی کنیم تا مقدار واقعی ضرایب پریم 

 و ... را بیابیم. در این جا بالأخره کار حل است! با ضرایب واقعی پریم دار از  ′𝐶و  ′𝐵و 

ماند که مختصات مرکز مقطع را داریم. فقط می کنیم و بدین ترتیب مشخصات  ذاتی مقطع مخروطیماناستفاده می

( است که pمقطع مخروطی) یمختصات مرکز مقطع مخروطی در صفحه 𝑦′0و  𝑥′0مخروطی را هم به دست آوریم. 

 اش را برای دو بعد به دست آوردیم:قبلاً رابطه

𝑦′′0 =
𝐸𝐵 − 2𝐷𝐶

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

𝑧′′0 =
𝐵𝐷 − 2𝐴𝐸

4𝐴𝐶 − 𝐵2
 

که دستگاه مختصات کلی سه بعدی را به را هم که به دست آوردیم. اگر یادتان باشد)!( برای اینضرایب بدون پریم بالا 

تبدیلش را   تبدیل کنیم سه کار انجام دادیم، یک انتقالِ مبدأ و دو دوران که رابطه p یدستگاه مختصاتی روی صفحه

 نویسیم:جا میقبلاً نوشتیم و بار دیگر در این

برای بیضی  

{
 
 

 
 𝑎2 =

2

𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′ +√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)

𝑏2 =
2

𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′ −√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)

 

برای سهمی   {𝑝2 =
1

√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2)
 

برای هذلولی

{
 
 

 
 𝑎2 =

2

√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) + 𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′

𝑏2 =
2

√𝐴′2 + 𝐵′2 + 𝐶′2 − 2𝐴′𝐵′ − 2𝐴′𝐶′ − 2𝐵′𝐶′ + (𝐷′2 + 𝐸′2 + 𝐹′2) − (𝐴′ + 𝐵′ + 𝐶′)
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[
𝑥′′

𝑦′′

𝑧′′
] = [

𝑥 sin 𝛼 sin 𝜃 − (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛼 sin 𝜃 + 𝑧 cos 𝜃
𝑥 cos𝛼 + (𝑦 − 𝑦0) sin 𝛼

−𝑥 sin 𝛼 cos 𝜃 + (𝑦 − 𝑦0) cos 𝛼 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃
] 

چون که مقطع مخروطی  .دهیم نشان می 0X ،0Y ،0Zاصلی با  XYZمختصات مرکز مقطع مخروطی را در دستگاه 

𝑥′′0قرار دارد لذا  pکاملاً در صفحه  =  بنابراین: 0

[

0
𝑦′′

0

𝑧′′0

] = [

𝑋0 sin 𝛼 sin 𝜃 − (𝑌0 − 𝑦0) cos 𝛼 sin 𝜃 + 𝑍0 cos 𝜃
𝑋0 cos 𝛼 + (𝑌0 − 𝑦0) sin 𝛼

−𝑋0 sin 𝛼 cos 𝜃 + (𝑌0 − 𝑦0) cos 𝛼 cos 𝜃 + 𝑍0 sin 𝜃
] 

توانیم هر ی بالا را حل کنیم که به ما مختصات مرکز مقطع مخروطی را بدهد و هم میتوانیم دستگاه سه معادلههم می

های جدیدی به رسیدیم را عکس کنیم و ماتریس pعملی که انجام دادیم که از دستگاه اصلی به دستگاه خوابیده روی 

انجام خواهید داد.   16برسیم به دستگاه مختصات اصلی. این کار را شما در مسئله  pکار بریم تا از دستگاه خوابیده روی 

 به هر صورت خواهیم داشت:

[

𝑋0
𝑌0
𝑍0

] = [

 𝑦′′
0
cos 𝛼 − 𝑧′′0 sin 𝛼 cos 𝜃

𝑦′′
0
sin 𝛼 + 𝑧′′0 cos 𝛼 cos 𝜃 + 𝑦0

𝑧′′0 sin 𝜃

] 

بدین ترتیب همه چیز را در ماتریس سمت رسید. توانید نشان دهید با حل دستگاه سه معادله هم به ماتریس بالا میمی

 شود.راست داریم و مختصات مرکز مقطع مخروطی حاصل می

 در دو بعد مقطع مخروطیهایی برای یافتن معادله روش

دهند و از ما مشخصات مقطع مخروطی را مسئله این است که به ما مختصات شش نقطه یا پنج نقطه را در صفحه می

 ای که ممکن است اول به ذهن برسد این است که ازخواهند. اگر مشخصات شش نقطه معلوم بود، یک راه سادهمی

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0 

های نقاط را جایگذاری کنیم و برسیم به شش معادله و شش مجهول و ضرایب را با حل این 𝑦ها و 𝑥فاده کنیم و است

کنیم توان کاری کرد. کافیست در صورتی که فرض می. اگر به ما پنج نقطه داده بودند چه؟ باز هم میدستگاه پیدا کنیم

𝐹 ≠  آن گاه:کنیم  𝐹ی بالا را تقسیم بر ، دو طرف معادله 0

𝐴

𝐹
𝑥2 +

𝐵

𝐹
𝑥𝑦 +

𝐶

𝐹
𝑦2 +

𝐷

𝐹
𝑥 +

𝐸

𝐹
𝑦 + 1 = 0 

 ی زیر را حل کنیم:و ضرایب جدیدمان به صورت بالا هستند و عملاً باید معادله
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𝐴′𝑥2 + 𝐵′𝑥𝑦 + 𝐶′𝑦2 + 𝐷′𝑥 + 𝐸′𝑦 + 1 = 0 

د ضریب ش تا هستند. پس از حل کردن دستگاه به همان روشی که گفتهدار را باید تعیین کنیم و پنچکه ضرایب پریم

ه پنج یا شش معادله هم وجود دارد . و اما راهی غیر از حل دستگاکنیم )اگر لازم داشت(مناسبی در کل معادله ضرب می

 خواه در صفحهی خطی دلدانیم که معادلهنیست! می تر)!(گیرتر و غیر زمانالبته لزوماً ساده شاید که

𝑦 = 𝑎1𝑥 + 𝑏1 

باید معادله داشته  ای قطع کنند.ت؟ منظور دو تا خطند که همدیگر را در نقطهدر چیسی یک ضرباست. حال معادله

د. کندر در آن معادله صدق میباشیم که هم خط مثلاً یک در آن صدق کند و هم خط دو که در نتیجه تمام نقاط ضرب

 ترین راه ضرب دو معادله خط در یک دیگر است:ساده

𝑦 − 𝑎1𝑥 − 𝑏1 = 𝑦      و     0 − 𝑎2𝑥 − 𝑏2 = 0 

(𝑦 − 𝑎1𝑥 − 𝑏1)(𝑦 − 𝑎2𝑥 − 𝑏2) = 0 

، دو تا از (5و  4، 3، 0، 1های)به شماره خواه در صفحه داریمشود که پنج نقطه دلدر از جایی شروع میکارما با ضرب

ی درِمان. دو نقطهشود یک خط از ضرب(، این می1Lدهیم )ها عبور می و خطی از آن (0و1)کنیمها را انتخاب میآن

و  1L(. 2Lدهیم )کنیم و خط دیگری از این دو عبور میانتخاب می (4و3)ی قبلی نیستند()که حتماً آن دو نقطهدیگر 

2L اش در بالا آمده است. دهند که معادلهدر را تشکیل میکنند و با هم شکل ضربدیگر را در یک نقطه قطع میهم

حال با این چهار نقطه این  مشخصند.دو عرض از مبدأ  دقت کنید که چون مختصات نقاط معلومند، هر دو شیب و هر

هایش مربوط به دو سازیم به این صورت که یکی از خطدر دیگر میدر را داریم، با همین چهار نقطه یک ضربضرب

 ی پنجم به کار نیامده و فعلاً دقت کنید که هنوز نقطهاست.  4و  0ی هایش مربوط به دو نقطهو یکی از خط 3و1ی نقطه

 :این دو خط جدید احتمالاً شیب و عرض از مبدأ متفاوتی دارند با دو خط قبلیکنیم.روی چهارتا از نقاط بحث می

(𝑦 − 𝑎3𝑥 − 𝑏3)(𝑦 − 𝑎4𝑥 − 𝑏4) = 0 

هدف ما این است  هستند. 4و  3، 0، 1ی در، چهار نقطههای این دو ضربدر جدید است. اشتراکی ضربکه این، معادله

در حالی که هر یک  عنوان جواب به ما بدهد به درضرباز دو ی مورد نظر را چهار نقطه فقطای برسیم که که به معادله

 ی از دو معادله

{
عبارت1  −    (𝑦 − 𝑎1𝑥 − 𝑏1)(𝑦 − 𝑎2𝑥 − 𝑏2) = 0

عبارت2 −   (𝑦 − 𝑎3𝑥 − 𝑏3)(𝑦 − 𝑎4𝑥 − 𝑏4) = 0
 

ی خاصشان آن نقاط مطلوب ماست. ولی دهند که چهارتا نقطهمی درضرببه تنهایی یک مجموعه نقاطی در فضا به نام 

روی  بدهند و نه چیز دیگر درهاروی ضربی مطلوب را چهار نقطه فقطخواهیم که ای میخواهیم. معادلهما این را نمی
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 ی زیرآیا معادله همان چهار نقطه است استفاده کنیم. فقطدر که جاست که باید از اشتراک دو ضرب. ایندرهاضرب

 تواند این شرط را برقرار کند؟می

(𝑦 − 𝑎1𝑥 − 𝑏1)(𝑦 − 𝑎2𝑥 − 𝑏2) + (𝑦 − 𝑎3𝑥 − 𝑏3)(𝑦 − 𝑎4𝑥 − 𝑏4) = 0 

 جا مشکلی نیست. ولیشوند و رابطه بالا برقرار است. تا اینصفر می 0و هم عبارت 1هم عبارت 4و  3، 0، 1به ازای نقاط 

ق نکنند دغیر از این چهارتا در معادله ص هادرضربروی  خواستیم نقاطیمیی نقاط چه؟ آن خصوصیتی که برای بقیه

در اولی در نظر ی مطلوب روی ضربای غیر از چهار نقطهشود؟ خصوصیت معادله بالا همین است. اگر نقطهچه می

در دوم وی ضربها نیست و رصفر نخواهد شد )چرا که آن نقطه از اشتراک 0شود ولی عبارتصفر می 1بگیریم، عبارت

شود صفر می 0در دوم در نظر بگیریم عبارتای روی ضربپس معادله بالا صادق نخواهد بود. هم چنین اگر نقطه نیست(

 در نظر بگیریم هادرضرباگر روی کند. به این ترتیب ی بالا صدق نمیصفر نخواهد شد و باز در معادله 1ولی عبارت

دهد ولی در ها را میضرب)دقت کنید! به ما چهار نقطه روی  دهدی مطلوبمان را مینقطهی بالا فقط به ما چهار معادله

نهایت دهد چرا که اگر این طور بود به مقطع مخروطی که شامل بیدر حالت کلی در صفحه فقط چهارتا نقطه جواب نمی

عد هنر بی مطلوب را بدهند و نقطه پنجما برسیم که به ای . در این جا مهم این است که به معادلهرسیدیمنقطه است نمی

ی مقطعی مخروطی است که پنج تا از جواببینیم که معادلهرسیم، میای میکار این است که وقتی به چنین معادله

ی شیب و عرض از مبدأها را داریم و یعنی ثوابت مسئله را اش این است که همهخوبی .(هایش نقاط مطلوبمان هستند

نجم کنیم به طوری که به ازای مختصات نقطه پبرای نقطه پنجم چه کنیم؟ ضریب ثابتی به معادله بالا اضافه می داریم.

 هم معادله بالا صفر شود. یعنی:

(𝑦 − 𝑎1𝑥 − 𝑏1)(𝑦 − 𝑎2𝑥 − 𝑏2) + 𝛼(𝑦 − 𝑎3𝑥 − 𝑏3)(𝑦 − 𝑎4𝑥 − 𝑏4) = 0   

چنین به ازای شود( و همصفر می 0هم  1شود )چون هم عبارتمعادله بالا صفر می ،ی اولیعنی به ازای فقط چهار نقطه

 .کنیم که بشود!(را طوری تعیین می 𝛼شود )چرا که هم صفر می منقطه پنج

𝛼 = −
(𝑦5 − 𝑎1𝑥5 − 𝑏1)(𝑦5 − 𝑎2𝑥5 − 𝑏2)

(𝑦5 − 𝑎3𝑥5 − 𝑏3)(𝑦5 − 𝑎4𝑥5 − 𝑏4)
 

 

ی مقطع دهد. حال، معادلهپنج جواب مطلوبمان را می هربه ما را وارد کردیم  𝛼ای که در آن تصحیح پس معادله 

 ای چونگوید که معادلهمیمخروطی به ما 

𝐴′𝑥2 + 𝐵′𝑥𝑦 + 𝐶′𝑦2 + 𝐷′𝑥 + 𝐸′𝑦 + 1 = 0 
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مشاهده  نظرمانوردهای پنج نقطه م 𝑦ها و  𝑥ها، قطعاً  𝑦و  𝑥های این معادله برای را اگر در نظر بگیریم، در جواب

دیگر  چنین از راهیهم مربوط به چه مقطعی مخروطی هستند. کار ما همین بود که ببینیم این نقاط شود چرا که اصلاً می

فرض کنید فعلاً یکی از آن پنج نقطه را در  دهد.نظرمان را به عنوان جواب میای رسیدیم که پنج نقطه موردبه معادله

 :. از معادله مقطع مخروطی داریم3گیریم، مثلاً نقطه نظر می

𝐴′𝑥3
2 + 𝐵′𝑥3𝑦3 + 𝐶′𝑦3

2 + 𝐷′𝑥3 + 𝐸′𝑦3 + 1 = 0 

 درآورُدی)!( داریم:و از معادله من

(𝑦3 − 𝑎1𝑥3 − 𝑏1)(𝑦3 − 𝑎2𝑥3 − 𝑏2) + 𝛼(𝑦3 − 𝑎3𝑥3 − 𝑏3)(𝑦3 − 𝑎4𝑥3 − 𝑏4)

= 0   

، معادله مقطع 3ی رسیم که برای نقطهدهیم به چیزی مشابه معادله مقطع مخروطی میی بالا را بسط میوقتی معادله

ی دیگر هم که این کار را انجام ی بسط داده شده است. برای چهار نقطهقعی از لحاظ ساختار شبیه معادلهمخروطی وا

تا!( 5در هاست. چون تعداد نقاطمان نسبتاً زیاد است)ی مقطع مخروطی واقعی شبیه معادله ضرببینیم که معادلهدهیم می

 ′𝐴گیریم که باید ضرایب متناظر با هم برابر باشند. یعنی شود، نتیجه میارز شدن شاید کم میو احتمال شانسی هم

 پس چون تمام ثوابت در معادله آخر.طور الیو همین 𝑦2شود ضریب می ′𝐵ها و دردر معادله ضرب 𝑥2شود ضریب می

طی له مقطع مخروکنیم. وقتی معادمقطع مخروطی را بدون حل دستگاه معادله پیدا می ها را داریم، ضرایب معادلهدرضرب

 برسیم. 𝑏و  𝑎تا به اعداد درست هایی که قبلاً گفته شد روی ضرایب انجام شود ماند این که آن آزمایشتشکیل شد می

 ای به شکلِ دانیم فقط مقطع مخروطی معادلهمیبه عبارت دیگر، چون 

𝐴′𝑥2 + 𝐵′𝑥𝑦 + 𝐶′𝑦2 + 𝐷′𝑥 + 𝐸′𝑦 + 1 = 0 

بالا رسیدیم پس حتماً به یک مقطع مخروطی رسیدیم که آن پنج نقطه روی  یمعادلهدر صفحه دارد و ما هم به شکل 

ای که با این روش به گذرد، مقطع مخروطیمحیط آن هستند و چون که از هر پنج نقطه فقط یک مقطع مخروطی می

 آوریم یکتاست و خودِ تنها جواب است.دست می

 

 

 

 

 



61 

 

 مقاطع مخروطی مکانیکِ -2

رای دانیم که شگردهای مختلفی ب. میمعادله حرکت کلی یک ذره تحت یک میدان نیروی مرکز را بیابیمدر ابتدا باید 

 م: )کتاب مکانیک تحلیلی نوشته فولز(گیریها را پیش میهای مختلف آورده شده است. یکی از آنکار در کتاباین

�̈� − 𝑟�̇�2 =
𝑓(𝑟)

𝑚
 

𝑟�̈� + 2�̇��̇� =  (نیرو مرکزی)  0

( 𝑓ابع نیرو )کنند( و تمرکزی است)یعنی راستاهای بردار نیرو دائماً به سمت یک نقطه اشاره می بالا فرض کردیم که نیرو

 ی دوم داریم:فقط به فاصله تا مرکز نیرو بستگی دارد. از معادله

𝑟2�̈� + 2𝑟�̇��̇� = 0  ⟹  
𝑑(𝑟2�̇�)

𝑑𝑡
= 0  ⟹    ℎ ≔ 𝑟2�̇� =  ثابت

توانیم می ℎاز ثابت بودن . ℎبالا تعریف کردیم و نامش را گذاشتیمای بر واحد جرم)چرا؟( را به صورت ثابت تکانه زاویه

به طوری  کنیمتعریف می 𝑢حال متغیر جدیدی به نام  ای را برای نیروی مرکزی نشان دهیم.پایسته بودن تکانه زاویه

𝑢که  =
1

𝑟
 . پس:

�̇� = ℎ𝑢2 

 ای:ی زنجیرههم چنین با استفاده از قاعده

�̇� =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
=
𝑑𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= ℎ𝑢2

𝑑𝑟

𝑑𝜃
  

�̈� =
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑑𝑟

𝑑𝑡
) =

𝑑

𝑑𝜃
(ℎ𝑢2

𝑑𝑟

𝑑𝜃
)
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= ℎ𝑢2

𝑑

𝑑𝜃
(ℎ𝑢2

𝑑𝑟

𝑑𝜃
) = ℎ2𝑢2

𝑑

𝑑𝜃
(𝑢2

𝑑𝑟

𝑑𝜃
)

= ℎ2𝑢2
𝑑

𝑑𝜃
(
1

𝑟2
𝑑𝑟

𝑑𝜃
) = −ℎ2𝑢2

𝑑

𝑑𝜃
(
𝑑

𝑑𝜃
(
1

𝑟
)) = −ℎ2𝑢2

𝑑2𝑢

𝑑𝜃2
 

𝑟�̇�2 =
(𝑟2�̇�)

2

𝑟3
=
ℎ2

𝑟3
 

  در نهایت:

−ℎ2𝑢2
𝑑2𝑢

𝑑𝜃2
−
ℎ2

𝑟3
=
𝑓(𝑟)

𝑚
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در حالتی که نیرو گرانشی یا کولنی باشد)چیزی که  حول مرکز نیروست. mی بالا معادله دیفرانسیل حرکت جرم معادله

 دانیم فرم نیرو به صورت عکس مجذور فاصله است یعنی:در طبیعت موجود است( می

𝑓(𝑢) = 𝑘𝑢2 

 تواند متفاوت باشد. با جایگذاری:ثابتی است که بسته به فیزیک مسئله می 𝑘که در آن 

𝑑2𝑢

𝑑𝜃2
+ 𝑢 +

𝑘

𝑚ℎ2
= 0 

 آید. این همان معادله حرکت نوسانی هماهنگ است یعنیبه احتمال خیلی زیاد معادله دیفرانسیل بالا به چشمتان آشنا می

�̈�به فرم:  + 𝜔2𝑥 =  شود:حالت کلی، حل، می در است با این فرق که یک ثابت زیاد دارد. 0

�̈� + 𝜔2𝑥 + 𝑎 = 0     ⟹     𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 − 𝜑) −
𝑎

𝜔2
 

به عنوان ثوابت مسئله باید در شرایط اولیه   𝜑و  𝐴کافیست که جواب بالا را در معادله دیفرانسیل بگذارید و قانع شوید!  

𝜔ی ما تعیین شوند. در حالت مسئله = 𝑎و  1 =
𝑘

𝑚ℎ2
 را قرار دهیم. پس: 𝜃باید  𝑡چنین به جای هم . 

𝑢 = 𝐴 cos(𝜃 − 𝜑) −
𝑘

𝑚ℎ2
   ⟹    𝑟 =

1

𝐴 cos(𝜃 − 𝜑) −
𝑘
𝑚ℎ2

 

رای حالت دانیم بیم و در کلیت مسئله تأثیری ندارد. از طرفی میگیریک ثابت است لذا ما مقدار آن را صفر می 𝜑چون 

 لذا: یک عدد منفی است. 𝑘طبیعی 

   𝑟 =

𝑚ℎ2

|𝑘|

1 +
𝐴𝑚ℎ2

|𝑘|
cos 𝜃

 

𝜃وقتی است که  𝑟کمینه  = چنین نامیم. هممی 𝑟0باشد. کمینه را با  0
𝐴𝑚ℎ2

|𝑘|
 :نامیممی 𝑒را  

𝑟0 =

𝑚ℎ2

|𝑘|

1 + 𝑒
    ⟹    

𝑚ℎ2

|𝑘|
= 𝑟0(1 + 𝑒) 

𝑑2𝑢

𝑑𝜃2
+ 𝑢 = −

𝑓(𝑢)

𝑚ℎ2𝑢2
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   𝑟 =
𝑟0(1 + 𝑒)

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

ها را توان نشان داد )چیزی که مطالب گذشته با این فرض گفته شد که آناز طرفی، در ریاضی و هندسه تحلیلی می

رفی کند. از طشان از چنین فرمی پیروی میای روی منحنیی کانون مقاطع مخروطی با نقطهدانستید!!( که فاصلهمی

𝑎(1هذلولی به ترتیب برابر است با؛  و ( برای بیضی، سهمی𝑟0دانیم فاصله حضیض )می − 𝑒) ،𝑝  و𝑎(𝑒 − 1) . 

 پس:

{
  
 

  
 𝑟بیضی =

𝑎(1 − 𝑒)(1 + 𝑒)

1 + 𝑒 cos 𝜃
=
𝑎(1 − 𝑒2)

1 + 𝑒 cos𝜃
 

𝑟سهمی =
𝑝(1 + 1)

1 + (1) cos 𝜃
=

2𝑝

1 + cos 𝜃

𝑟هذلولی =
𝑎(𝑒 − 1)(1 + 𝑒)

1 + 𝑒 cos 𝜃
=
𝑎(𝑒2 − 1)

1 + 𝑒 cos 𝜃

 

 اید.روابط بالا را احتمالاً به تواتر دیده

ی توانیم با توجه به داشتن رابطهچیست؟ می 𝑡و  𝑟ی بین رابطهاآید که را یافتیم سؤال پیش می 𝜃و  𝑟ی حال که رابطه

  ربط دهیم. 𝑟را بیابیم و سپس به  𝑡و  𝜃ی بین رابطه ، 𝜃و  𝑟بین 

 مدار بیضی

 داریم: برای حالت بیضی

ℎ = 𝑟2�̇�    ⟹     ℎ𝑡 = ∫𝑟2𝑑𝜃 = 𝑎2(1 − 𝑒2)∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos𝜃)2
 

کنند و به معادله کپلر را دیده باشید که به صورت هندسی حل می 𝑡برحسب  𝜃انتگرال بالا را چه کنیم؟ ممکن است حل 

وریم که رسد، مجبشود رسید. به ناچار چون حل انتگرال بالا به نظر مشکل میرسند. ولی به صورت انتگرالی هم میمی

 ایده را بیان کنیم:

cos 𝜃 =
1 − tan2

𝜃
2

1 + tan2
𝜃
2

 (چرا؟)      
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∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

= ∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒(
1 − tan2

𝜃
2

1 + tan2
𝜃
2

))

2 =2∫
(1 + tan2

𝜃
2)

2

𝑑 (
𝜃
2)

(1 + 𝑒 + (1 − 𝑒) tan2
𝜃
2)

2

= 2∫

(1 + tan2
𝜃
2) ((

1 + tan2
𝜃
2)
𝑑 (
𝜃
2))

(1 + 𝑒 + (1 − 𝑒) tan2
𝜃
2)

2

= 2∫
(1 + tan2

𝜃
2)
𝑑 (tan

𝜃
2)

(1 + 𝑒 + (1 − 𝑒) tan2
𝜃
2)

2     𝑥 ≔ tan
𝜃

2
    ⟹      

∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2
= 2∫

(1 + 𝑥2)𝑑𝑥

(1 + 𝑒 + (1 − 𝑒)𝑥2)2
    tan𝛽 ≔ √

1 − 𝑒

1 + 𝑒
 𝑥  ⟹     

 ∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2
= 2√

1 + 𝑒

1 − 𝑒
∫
(1 +

1 + 𝑒
1 − 𝑒

tan2 𝛽)𝑑(tan𝛽)

(1 + 𝑒)2(1 + tan2 𝛽)2

= 2√
1 + 𝑒

1 − 𝑒
∫
(1 +

1 + 𝑒
1 − 𝑒

tan2 𝛽)𝑑(tan𝛽)

(1 + 𝑒)2(1 + tan2 𝛽)2

=
2

(1 − 𝑒2)
3
2

 ∫(1 − 𝑒 + (1 + 𝑒) tan2 𝛽)
(1 + tan2 𝛽)

(1 + tan2 𝛽)2
 𝑑𝛽

=
2

(1 − 𝑒2)
3
2

 ∫
1 + tan2 𝛽 − 𝑒(1 − tan2 𝛽)

(1 + tan2 𝛽)
 𝑑𝛽

=
2

(1 − 𝑒2)
3
2

 [𝛽 − 𝑒∫
1 − tan2 𝛽

1 + tan2 𝛽
 𝑑𝛽]

=
2

(1 − 𝑒2)
3
2

 [𝛽 − 𝑒∫cos(2𝛽)  𝑑𝛽]

=
1

(1 − 𝑒2)
3
2

 (2𝛽 − 𝑒 sin(2𝛽))  
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𝑡 اگر فرض کنیم در = 𝜃، داریم  0 =  ی دلخواه داریم: 𝜃یعنی جرم در حضیض مداری است برای  0

ℎ𝑡 = 𝑎2(1 − 𝑒2)2∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

𝜃

0

 

𝜃هم چنین در  = 𝛽داریم  0 =  پس: 0

ℎ𝑡 =
𝑎2(1 − 𝑒2)2

(1 − 𝑒2)
3
2

 (2𝛽 − 𝑒 sin(2𝛽))   ⟹     𝐸 ≔ 2𝛽 

tanباشیم  پس اگر داشته
𝐸

2
≔ √

1−𝑒

1+𝑒
tan

𝜃

2
 گاه:آن   

𝐸 − 𝑒 sin𝐸 =
ℎ𝑡

𝑎2√1 − 𝑒2
  

 :از طرفی قبلاً ثابت کردیم که

𝑚ℎ2

|𝑘|
= 𝑟0(1 + 𝑒) = 𝑎(1 − 𝑒

2) 

|𝑘|دانیم در حالت گرانشی می = 𝐺𝑀𝑚  که در آن𝑀 ی خاص، )دقت کنید که در این مسئله .جرم مرکز نیروست

 ی دوجسم اشتباه نگیرید( پس:ای ثابت در فضاست، با مسئلهمرکز نیرو به هیچ وجه متحرک نیست و نقطه

ℎ = √𝐺𝑀𝑎(1 − 𝑒2)     ⟹       𝐸 − 𝑒 sin𝐸 =
√𝐺𝑀𝑎(1 − 𝑒2)

𝑎2√1 − 𝑒2
𝑡 = √

𝐺𝑀

𝑎3
𝑡 

√طبق قانون سوم کپلر 
𝐺𝑀

𝑎3
=

2𝜋

𝑇
. بالأخره رسیدیم به معادله مشهور کپلر دوره تناوب حرکت مداری است 𝑇که در آن 

 برای بیضی:

 

 

 

𝜃  ی بردار مکان با راستای حضیض )که پارامتری ملموس برای شماست به این صورت که زاویه هنجاری واقعیبیرا

 نامیم. )که بعداً خواهیم دید از لحاظ هندسی هم مفهوم دارد(خروج از مرکزی می هنجاریبیرا  𝐸است( و 

𝐸 − 𝑒 sin𝐸 =
2𝜋

𝑇
𝑡 

tan
𝐸

2
=  √

1 − 𝑒

1 + 𝑒
tan

𝜃

2
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ی حل از ول ل نجوم کروی هست.هایی مثهای هندسی زیبایی دارند که در کتابطور که گفته شد، روابط بالا اثباتهمان

 .کند که برای هذلولی و سهمی هم حرف برای زدن داشته باشیمطریق انتگرال به ما این کمک را می

 مدار سهمی

 را دارد: 1مقدار مشخص  𝑒کار در این حالت آسان است چرا که 

ℎ𝑡 = 4𝑝2∫
𝑑𝜃

(1 + cos 𝜃)2

𝜃

0

= 4𝑝2∫
𝑑𝜃

(2 cos2
𝜃
2)

2

𝜃

0

= 2𝑝2∫ sec4
𝜃

2
 𝑑 (

𝜃

2
)

𝜃

0

= 2𝑝2∫ sec2
𝜃

2
(sec2

𝜃

2
𝑑 (
𝜃

2
)) =

𝜃

0

2𝑝2∫ (1 + tan2
𝜃

2
)𝑑 (tan

𝜃

2
)

𝜃

0

=2𝑝2(tan
𝜃

2
+
1

3
tan3

𝜃

2
) 

 .نداشته باشیم 𝐸ای مثل یک بودن خروج از مرکز باعث شد نیاز به پارامتر واسطه ،تمام شد!! به این راحتی

 

 مدار هذلولی

قسمتی از مسیر مثل بیضی است و از ور شدن در معادلات! برای حالت هذلولی تا خارد برای غوطهباز گویا تنِمان می

 شود:کار جدیدمان شروع می جایی به بعد

ℎ𝑡 = 𝑎2(𝑒2 − 1)2∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

𝜃

0

 

 و:

∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

𝜃

0

= 2∫

(1 + tan2
𝜃
2)((

1 + tan2
𝜃
2)
𝑑 (
𝜃
2))

(1 + 𝑒 + (1 − 𝑒) tan2
𝜃
2)

2  

1تر از یک است و بزرگ 𝑒 در این حالت چون − 𝑒 شود و ما مایلیم که با پارامترهای مثبت کار کنیم، لذا:منفی می 
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∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

𝜃

0

= 2∫

(1 + tan2
𝜃
2) ((

1 + tan2
𝜃
2)
𝑑 (
𝜃
2))

(𝑒 + 1 − (𝑒 − 1) tan2
𝜃
2)

2        𝑥 ≔ tan
𝜃

2

⟹ ∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

𝜃

0

= 2∫
(1 + 𝑥2)𝑑𝑥

(𝑒 + 1 − (𝑒 − 1)𝑥2)2
     

 tanh𝛽 ≔ √
𝑒 − 1

𝑒 + 1
 𝑥 

∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

𝜃

0

= 2√
𝑒 + 1

𝑒 − 1
∫
(1 +

𝑒 + 1
𝑒 − 1

tanh2 𝛽)𝑑(tanh𝛽)

(𝑒 + 1)2(1 − tanh2 𝛽)2
 

 نشان خواهید داد که: 12در مسئله  

𝑑(tanh𝛽) = sech2 𝛽  𝑑𝛽 = (1 − tanh2 𝛽) 𝑑𝛽 

  بنابراین:

∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

𝜃

0

=
2

(𝑒2 − 1)
3
2

 ∫(𝑒 − 1 + (𝑒 + 1) tanh2 𝛽)
(1 − tanh2 𝛽)

(1 − tanh2 𝛽)2
 𝑑𝛽

=
2

(𝑒2 − 1)
3
2

 ∫
𝑒(1 + tanh2 𝛽) − (1 − tanh2 𝛽)

(1 − tan2 𝛽)
 𝑑𝛽

=
2

(𝑒2 − 1)
3
2

 [𝑒 ∫
1 + tanh2 𝛽

1 − tanh2 𝛽
 𝑑𝛽 − 𝛽]

=
2

(𝑒2 − 1)
3
2

 [𝑒 ∫
(sinh2 𝛽 + cosh2 𝛽) sech2 𝛽

sech2 𝛽
 𝑑𝛽 − 𝛽]

=
2

(𝑒2 − 1)
3
2

 [𝑒 ∫((cosh2 𝛽 − 1) + cosh2 𝛽) 𝑑𝛽 − 𝛽]

=
2

(𝑒2 − 1)
3
2

 [𝑒 ∫(2 cosh2 𝛽 − 1) 𝑑𝛽 − 𝛽]

=
2

(𝑒2 − 1)
3
2

[2𝑒∫ cosh2 𝛽  𝑑𝛽 − (1 + 𝑒)𝛽] 

 اثبات خواهید کرد که: 18در مسئله 
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∫cosh2 𝛽  𝑑𝛽 =
𝛽

2
+
sinh(2𝛽)

4
 

 در نتیجه:

∫
𝑑𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)2

𝜃

0

=
2

(𝑒2 − 1)
3
2

[𝑒𝛽 + 𝑒
sinh(2𝛽)

2
− (1 + 𝑒)𝛽]

=
1

(𝑒2 − 1)
3
2

[𝑒 sinh(2𝛽) − 2𝛽]        𝐸 ≔ 2𝛽     ⟹      

ℎ𝑡 =
𝑎2(𝑒2 − 1)2

(𝑒2 − 1)
3
2

(𝑒 sinh𝐸 − 𝐸)    ⟹     𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 =
ℎ𝑡

𝑎2√𝑒2 − 1
 

 برای هذلولی داریم:

ℎ = √𝐺𝑀𝑟0(1 + 𝑒) = √𝐺𝑀𝑎(𝑒
2 − 1) 

 در نهایت:

 

 

  

√حال معنی فیزیکی 
𝐺𝑀

𝑎3
 کنیم.دانم! صرفاً از آن به عنوان زمانی مشخصه استفاده میبرای هذلولی چیست؟ نمی 

 هندسی معادله کپلر یافتره

 بیضی

کنیم حال با این که ممکن است تکراری باشد، ولی چون آموزنده است و بعداً از قیاس آن استفاده خواهیم کرد، سعی می

  کنیم:آوریم)!( و روی آن بحث میرا از جیبمان در می یابیم. فرض کنید این شکلمیهندسی از راه معادله کپلر بیضی را 

 

 

 

𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 = √
𝐺𝑀

𝑎3
𝑡 

tanh
𝐸

2
= √

𝑒 − 1

𝑒 + 1
tan

𝜃

2
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ثابت خواهید کرد که نسبت  19در مسئله 
𝐺𝑃

𝐺𝑄
را  Pتوانید . پس میروی بیضی ثابت خواهد بود Pبه ازای تمام نقاط   

 بگیرید و بگویید: روی دایره Oرا دقیقاً بالا  Qو  روی بیضی Oدقیقاً بالای 

𝐺𝑃

𝐺𝑄
=
𝑏

𝑎
 

𝐺𝑄 = 𝑎 sin𝐸    ⟹     𝐺𝑃 = 𝑏 sin𝐸 

1PF  را𝑟 1دانیم که نامیم مثل همیشه و میمیOF  برابر𝑎𝑒 :است. پس 

𝑟 sin 𝜃

𝑎 sin𝐸
=
𝑏

𝑎
    ⟹  

𝑎(1 − 𝑒2) sin 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
= 𝑎√1 − 𝑒2 sin𝐸    ⟹    

  sin𝐸 =
√1 − 𝑒2 sin 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

 و از طرفی:

𝑎 cos𝐸 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑎𝑒    ⟹   cos 𝐸 =
(1 − 𝑒2) cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
+ 𝑒 =

𝑒 + cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

tan𝐸 =
√1 − 𝑒2 sin 𝜃

𝑒 + cos𝜃
  

 از آن سو:

tan𝐸 = tan (
𝐸

2
+
𝐸

2
) =

2 tan
𝐸
2

1 − tan2
𝐸
2

 

 پس:
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2 tan
𝐸

2
 (𝑒 + cos 𝜃) = √1 − 𝑒2 sin 𝜃  (1 − tan2

𝐸

2
) 

 هم چنین:

sin 𝜃 = 2 sin
𝜃

2
cos

𝜃

2
=
2 tan

𝜃
2

sec2
𝜃
2

=
2 tan

𝜃
2

1 + tan2
𝜃
2

 

cos 𝜃 = 2 cos2
𝜃

2
− 1 =

2

1 + tan2
𝜃
2

− 1 =
1 − tan2

𝜃
2

1 + tan2
𝜃
2

 

 در نتیجه با جایگذاری:

2 tan
𝐸

2
 (𝑒 +

1 − tan2
𝜃
2

1 + tan2
𝜃
2

) = 2√1 − 𝑒2
tan

𝜃
2

1 + tan2
𝜃
2

 (1 − tan2
𝐸

2
) 

tan
𝐸

2
 (1 + 𝑒 − (1 − 𝑒) tan2

𝜃

2
) = √1 − 𝑒2 tan

𝜃

2
 (1 − tan2

𝐸

2
) 

tan2
𝐸

2
(√1 − 𝑒2 tan

𝜃

2
) + tan

𝐸

2
 (1 + 𝑒 − (1 − 𝑒) tan2

𝜃

2
) − √1 − 𝑒2 tan

𝜃

2

= 0 

 رسید به:اگر معادله درجه دو بالا را حل کنید می

tan
𝐸

2
= √

1 − 𝑒

1 + 𝑒
tan

𝜃

2
 

شد به دست آورد! درست است. تر هم میممکن است بگویید این همه جان کندن برای به دست آوردن فرمولی که راحت

 م.از مقایسه کردن راحت استفاده بریم و به جواب برسی توانیمآییم میدر روشی که به کار بردیم، بعد که سراغ هذلولی می

 دهیم. طبق قانون دوم کپلر:و اندیس خاص خود نشان می Sها را با حال بیاییم سراغ معادله کپلر. مساحت

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=
مساحت کل بیضی 

دوره تناوب
= ثابت =

Δ𝑆

Δ𝑡
 ⟹  

𝑆𝐹1𝑃𝐻

𝑡
=
𝜋𝑎𝑏

𝑇
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𝑆𝐹1𝑃𝐻  را چگونه بیابیم؟ آن را به دو قسمت مثلثGP1F ی و تکهPGH دانیم که چون برای کنیم. میتقسیم می

x  ،ثابتy ِِ  مربوط به بیضی
𝑏

𝑎
در را ضرب QGHی  مربوط به دایره است، پس کافی است مساحت تکه yِبرابر  

𝑏

𝑎
 

 نویسیم(حاصل شود: )دقت کنید که زوایا را بر حسب رادیان میPGH بکنیم تا مساحت

𝑆𝑄𝐺𝐻 =
1

2
𝑎2𝐸 − 𝑆𝑂𝑄𝐺 =

1

2
𝑎2𝐸 −

1

2
(𝑎 cos𝐸)(𝑎 sin𝐸)  ⟹ 

  𝑆𝑃𝐺𝐻 =
𝑏

𝑎
𝑆𝑄𝐺𝐻 =

𝑎𝑏

2
(𝐸 − sin𝐸 cos𝐸) 

𝑆𝐹1𝑃𝐻 =
1

2
(𝑎 cos𝐸 − 𝑎𝑒)(𝑏 sin𝐸) +

𝑎𝑏

2
(𝐸 − sin𝐸 cos𝐸) =

𝑎𝑏

2
(𝐸 − 𝑒 sin𝐸)

=
𝜋𝑎𝑏

𝑇
𝑡   ⟹     𝐸 − 𝑒 sin𝐸 =

2𝜋

𝑇
𝑡 ≔ 𝑀 

 که به معادله کپلر رسیدیم.

 دایره کمکی

خصات ی استفاده از مشکشیدیم و باعث شد کارمان به واسطهای که در بالا دور بیضی چیز خاصی نیست! به همان دایره

ه گوییم دایره کمکی. پس فهمیدیم آن تغییر متغیری که در انتگرال بتر شود، میراحت ،این دایره به جای مستقیماً بیضی

 آن رسیدیم، مفهوم هندسی هم دارد.

 در هذلولی بیابیم؟ 𝐸ولی برای هذلولی چه؟ آیا قادریم مفهومی هندسی برای 

 هذلولی

𝑏دایره کمکیِ یک بیضی، خود یک بیضی است. بیضی است با  = 𝑎 که هذلولی کمکی )منحنی  شویممی . وسوسه

𝑏مشکی رنگ( یک هذلولی )منحنی آبی( را هم تعریف کنیم! به طوری که  = 𝑎کنیم؟ باید دید.. آیا کار درستی می 

ثابت خواهید کرد که برای هذلولی  19در مسئله  .نگذاشتیم 𝐸( را 𝑂زاویه نسبت به نقطه مرکز ) نام مثل قبل این دفعه

 هم:

𝐺𝑃

𝐺𝑄
=
𝑏

𝑎
 

 و اما معادله هذلولی کمکی هست:

 

 

𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑎2
= 1 
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را به نحوی  𝑢کنیم. مثل قبل با توابع هایپربولیک کار می

 کنیم که:تعریف می

 

فعلاً کارهایی را  که معادله هذلولی بالا هم درست در بیاید.

که برای بیضی تکرار کردیم، مجدداً برای هذلولی انجام 

 دهیم:می

 

𝑄𝐺 =
𝑎

𝑏
 𝑃𝐺 =

𝑎

𝑏
 
𝑎(𝑒2 − 1) sin 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
= 𝑂𝐺 tan𝜓

= (𝑎𝑒 −
𝑎(𝑒2 − 1) cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
) tan𝜓     ⟹     

(𝑒2 − 1) sin 𝜃

√𝑒2 − 1(1 + 𝑒 cos 𝜃)
= tan𝜓 (𝑒 −

(𝑒2 − 1) cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
) = tan𝜓 (

𝑒 + cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
) 

tan𝜓 =
√𝑒2 − 1 sin 𝜃

𝑒 + cos𝜃
 

1√ن تفاوت که به جای یمثل قبل. با ا − 𝑒2 داریم√𝑒2 − گوییم خود نیست که میکه البته منطقی است.)بی 1

ینیم که بمی .گیرند(اند و عملاً انگار از یک جا سرچشمه میبیضی و هذلولی و کلاً مقاطع مخروطی خیلی به هم شبیه

که  هاییحال دقیقاً همان بازی که قبلاً داشتیم باعث شد برای هذلولی کارمان خیلی راحت شود. هایی)!(جان کندنآن 

 رسیم به:جا هم داریم تا میسر بیضی در آوردیم)!( را این

tan2
𝜓

2
(√𝑒2 − 1 tan

𝜃

2
) + tan

𝜓

2
 (𝑒 + 1 + (𝑒 − 1) tan2

𝜃

2
) − √𝑒2 − 1 tan

𝜃

2

= 0 

که باید  خوب، باید چه بکنیم؟ این جاست دهد )امتحان کنید!(ای به تمیزی حالت بیضی نمیی بالا نتیجهمتأسفانه رابطه

 حدسی هوشمندانه زد! داریم:

𝑦

𝑥
= tan𝜓 = tanh𝑢 

 

𝑥 = 𝑎 cosh𝑢 𝑦    و    = 𝑎 sinh𝑢 
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√نتوانست ما را به رابطه تمیزِ  ی دایرویهندسه ِِ 𝜓دیدیم که 
𝑒−1

𝑒+1
tan

𝜃

2
ی  هندسه 𝑢ِولی از کجا معلوم  برساند 

 کنید که:شما ثابت می 9رسیم یا نه. در مسئله رویم ببینیم به نتایج خوبی میهذلولوی هم نتواند!؟ بسیار خوب، پیش می

tanh𝑢 =
2 tanh

𝑢
2

1 + tanh2
𝑢
2

 

 پس:

tanh2
𝑢

2
 (tanh𝑢) − 2 tanh

𝑢

2
+ tanh𝑢 = 0     ⟹                           

    tanh
𝑢

2
=
1 ± √1 − tanh2 𝑢

tanh 𝑢
=
1 ± √1 − 𝑡𝑎𝑛2𝜓

tan𝜓
 

tanhبرای این که بفهمیم کدام علامت را انتخاب کنیم کافیست 
𝑢

2
𝜓را در   = برابر صفر  𝑢یا  𝜓بررسی کنیم. در  0

tanhدانیم که )نشان دهید( بایدمی
𝑢

2
 شود ولیصورت صفر نمی برابر صفر باشد. اگر علامت مثبت را انتخاب کنیم 

د که شو. ولی اگر منها را انتخاب کنیم صورت و مخرج صفر میشود که این یعنی جوابی مخالف صفرمخرج صفر می

 لااقل امیدی هست که با رفع ابهام به صفر برسیم!

 رابطه ازاستفادهبا

tan𝜓 =
√𝑒2 − 1 sin 𝜃

𝑒 + cos𝜃
 

 

 داریم:
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tanh
𝑢

2
=
𝑒 + cos 𝜃 − √(𝑒 + cos 𝜃)2 − (𝑒2 − 1) sin2 𝜃

√𝑒2 − 1 sin 𝜃

=
𝑒 + cos𝜃 − √1 + 𝑒2 cos2 𝜃 + 2𝑒 cos 𝜃

√𝑒2 − 1 sin 𝜃

=
𝑒 + cos𝜃 − (1 + 𝑒 cos 𝜃)

√𝑒2 − 1 sin 𝜃
=
(𝑒 − 1)(1 − cos 𝜃)

√𝑒2 − 1 sin 𝜃

= √
𝑒 − 1

𝑒 + 1
(
1 − cos 𝜃

sin𝜃
) = √

𝑒 − 1

𝑒 + 1

(

 
 
 
 1 −

1 − tan2
𝜃
2

1 + tan2
𝜃
2

2 tan
𝜃
2

1 + tan2
𝜃
2 )

 
 
 
 

= √
𝑒 − 1

𝑒 + 1
(
2 tan2

𝜃
2

2 tan
𝜃
2

)     ⟹     tanh
𝑢

2
= √

𝑒 − 1

𝑒 + 1
tan

𝜃

2
 

 رسیم؟ با قیاس با چیزی که از انتگرال به دستی مهمی میبینید!؟ به چه نتیجهزیبایی غوطه خوردن در ریاضیات را می

 رسیم به:آوردیم، به زیبایی می

 

گیری شده نسبت به مرکز است چه بیضی و چه هذلولی. ی اندازه، زاویه𝜓 این بحث کنیم. زاویهکمی شهودی روی 

ودش خ ی خاص خودش یعنی دایروی استفاده کنیم و در هذلولی هم باید از هندسه خاصمنتها در بیضی باید از هندسه

  یعنی هذلولوی استفاده کنیم:

 

 

هم گفته  𝐸به ها راجعآن هایدایروی و هذلولوی، خوب است یکی از شباهت ولی در این بین با بیان تفاوت بین هندسه

برابرِ  𝑎ای به شعاع در دایره 𝜓شود. قبلاً گفته شد که مساحت قطاع روبروی 
1

2
𝑎2𝜓  است. اثبات هم کردیم که مساحت

شود می تعریفی درست داشته باشیم 𝑢به شرطی که از  𝑢قطاع روبروی 
1

2
𝑎2𝑢 جا هم ثابت کردیم کهن. و ای 𝑢 =

𝐸 :در نتیجه 

 هذلولی و بیضی:در  𝐸تعبیر هندسی 

𝐸 = 𝑢 = tanh−1(tan𝜓) 

𝐸بیضی = tan
−1(tan𝜓) = 𝜓 

𝐸هذلولی = tanh
−1(tan𝜓) 
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𝐸بیضی =
مساحت قطاع مربوط به دایره کمکی

1
2
𝑎2

 

𝐸هذلولی =
مساحت قطاع مربوط به هذلولی کمکی

1
2
𝑎2

 

 کنیم:زمان رسید. مشابه قبل عمل می –از راه هندسی به معادله زاویه توان حال ببینیم آیا می

𝑄𝐺 = 𝑎 sinh 𝑢 = 𝑎 sinh𝐸 𝑂𝐺      و      = 𝑎 cosh𝐸 

𝑃𝐺 = 𝑏 sinh𝐸 

𝑆𝑄𝐻𝐺 = 𝑆𝑂𝑄𝐺 − 𝑆𝑂𝑄𝐻 =
1

2
𝑎2 sinh𝐸 cosh𝐸 −

1

2
𝑎2𝐸 

𝑆𝑃𝐻𝐺 =
𝑏

𝑎
 𝑆𝑄𝐻𝐺 =

1

2
𝑎𝑏(sinh𝐸 cosh𝐸 − 𝐸) 

𝑆𝐹1𝑃𝐻 = 𝑆𝐹1𝑃𝐺 + 𝑆𝑃𝐻𝐺 =
1

2
𝑎𝑏(sinh𝐸 cosh𝐸 − 𝐸) +

1

2
𝑃𝐺 × (𝑎𝑒 − 𝑂𝐺)

=
1

2
𝑎𝑏(sinh𝐸 cosh𝐸 − 𝐸) +

1

2
𝑎𝑏 sinh𝐸 (𝑒 − cosh𝐸)

=
𝑎𝑏

2
(𝑒 sinh𝐸 − 𝐸) 

 طبق قانون دوم کپلر:

Δ𝑆

Δ𝑡
=
ℎ

2
= ℎ          ثابت = 𝑟2�̇� = √𝐺𝑀𝑎(𝑒2 − 1) 

𝑡اگر مجدداً در  = 𝜃فرض کنیم  0 = 0 : 

𝑆𝐹1𝑃𝐻

𝑡
=

𝑎𝑏
2
(𝑒 sinh𝐸 − 𝐸)

𝑡
=
√𝐺𝑀𝑎(𝑒2 − 1)

2
  ⟹ 

  𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 =
√𝐺𝑀𝑎(𝑒2 − 1)

𝑎2√𝑒2 − 1
𝑡  ⟹   𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 = √

𝐺𝑀

𝑎3
𝑡    
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√ طور که گفته شدهمان نیست؟ی بالا آشنا رابطه
𝐺𝑀

𝑎3
در بیضی معادل  

2𝜋

𝑇
ولی دوره تناوب حرکت است  𝑇 که است 

  .گیریممشخصه در نظر می یگویا خیلی معنی فیزیکی نتوانیم پیدا کنیم و آن را فعلاً زمان در هذلولی

 هایی برای حل معادله کپلرروش

        های گوناگونی وجود دارد که خواننده را برای آشنایی بیشتر با این برای حل معادله کپلر در حالت مدار بیضی روش

موضوع  فعلاً قصد ما بررسی تفصیلیدهیم. ولی راد ارجاع میآقای علی ایزدی "معادله کپلر"مفصل نسبتاً  ها به مقالهروش

 کنیم.هایی ساده اکتفا مینیست و به روش

 درپیهای پینشانی جا

 ییک راه خیلی ساده برای حل معادله 

 𝐸 − 𝑒 sin𝐸 ≔ 𝑀 

 انتخاب کنیم و مقدار  𝐸این است که در اول عددی برای 

𝑒 sin𝐸 +𝑀 

بگذاریم و باز همین فرآیند را تکرار کنیم در  𝐸را حساب کنیم و این دفعه عدد جدیدی که به دست آوردیم را به جای 

کنیم تغییری برسیم که هر چه فرآیند بالا را برایش تکرار می 𝐸د ثابتی برای نهایت به حسب دقت ماشین حساب ما به عد

 کنیدیچیزی که به ماشین حساب وارد م ماشین حسابتان انجام دهید. یعنی )=(یتوانید با دکمهکند. این کار را مینمی

 به فرمِ

𝑒 sin(𝐴𝑛𝑠) + 𝑀 

دهد های که ماشین حساب به ما می)جایی که جواب جواب برسیم. توانیم بهرا بزنیم می)=(  یبعد که مرتب دکمهاست، 

چون که  شود و دیگر لازم نباشد دکمه )=( را بزنیم، آن همان جواب احتمالی ماستبه یک عدد مشخص همگرا می

 های دیگری هم داشته باشد و ما جواب اشتباه را پیدا کرده باشیم!(ممکن است جواب

رسد، ولی چرا اصلاً با این که روش منطقی به نظر می دهد؟روش بالا همیشه جواب می حال مسئله این است که آیا

 خواهیم معادله زیر را حل کنیم:کنیم که میبسیار خوب، در حالت کلی فرض می دهد؟جواب می

𝑥 = 𝑓(𝑥) 
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فاصله می 𝑥0کنیم که به مقدار خیلی کوچکی از باشد. فرض می 𝑥0بالا  یمعادله یکنیم لااقل یک ریشهفرض می

کنیم که تابع باز تلقی میرسیم یا خیر. یعنی همگرا شدن را به این معنی بینیم که آیا به شرایط پایداری میگیریم و می

ای نزدیک ریشه کار را گردد و آخر اگر از هر نقطهباز می 𝑥0ی اصلی یعنی انحراف یافته به سمت نقطه یاز آن نقطه

 با دانستن برسیم )همگرا به جواب خاص شود( 𝑥0شروع کنیم، به 

𝑥0 = 𝑓(𝑥0) 

 کنیم:تابع را از مکان ریشه منحرف می 𝛿به اندازه 

𝑓(𝑥0 + 𝛿) = 𝑓(𝑥0) + 𝛿𝑓
′(𝑥0) 

 طبق روش گفته شده:

𝑓(𝑓(𝑥0 + 𝛿)) = 𝑓(𝑓(𝑥0) + 𝛿𝑓
′(𝑥0)) = 𝑓(𝑥0 + 𝛿𝑓

′(𝑥0)) = 𝑥0 + 𝛿(𝑓
′(𝑥0))

2 

 بار دیگر تکرار کنیم:اگر این کار را 

𝑓(𝑥0 + 𝛿(𝑓
′(𝑥0))

2) = 𝑥0 + 𝛿(𝑓
′(𝑥0))

3 

 و اگر هر چه بیشتر تکرار کنیم:

𝑓(𝑥0 + 𝛿(𝑓
′(𝑥0))

𝑛) = 𝑥0 + 𝛿(𝑓
′(𝑥0))

𝑛+1 

تواند ما را به جواب برساند و اگر توانیم شرطی پیدا کنیم که اگر این شرط برقرار باشد روش ذکر شده میهمین جا می

 برقرار نباشد، خیر؛ اگر

|𝑓′(𝑥0)| < 1 

(𝑓′(𝑥0))باشد در تعداد دفعات تکرار زیاد 
𝑛 ی هکند جوابِ ما به ریشبه صفر میل می𝑥0 تر مرتب نزدیک و نزدیک

مگرایی باید شرط بالا برقرار باشد و اگر برقرار نباشد با دفعات تکرار گرایی. پس برای هشود و این یعنی همان هممی

ای دیگر که این خطرناک است!( پس اگر شویم )شاید هم بیفتیم داخل ریشهمیروش ذکر شده مدام از ریشه واقعی دور 

 هاگر شک دارید این که ما از مرتب خواستیم از این روش استفاده کنیم خوب است که قبل از آن این شرط را چک کنیم.

 دهیم.ارجاع می 04تی است یا خیر، شما را به مسئله نظر کردیم کار درسدو به بالاتر صرف

 روش هندسی

 یاین است که دو طرف معادله کرد عملی و محاسباتی بیشتری باشدو اما روش دیگر که شاید بیشتر هندسی و با روی

𝐸 = 𝑒 sin𝐸 + 𝑀 
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 فرض کنیم و یک بار تابع 𝐸را جدا رسم کنیم. یعنی متغیر مستقل خود را 

𝑦 = 𝐸 

 را رسم کنیم و در همان نمودار بار دیگر تابع

𝑦 = 𝑒 sin𝐸 +𝑀 

دیگر را قطع کردند، آنرا رسم کنیم و ببینیم هر جا این دو تابع هم

 های ماست.جاها ریشه

  یت کلی اگر بخواهیم ریشهدر حال

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

 کنیم.را بیابیم به روایت تصویر روبرو عمل می

های دیگر استفاده کنیم، به مقاله آقای های بیشتر که اگر گاهی یک روش خوب جواب نداد از روشبرای مشاهده روش

 راد مراجعه کنید.ایزدیعلی 

 مختلط در فضای*نگاه به مقاطع مخروطی 

ر ددر این قسمت قصد داریم کمی بیشتر به دیدگاه وحدت مقاطع مخروطی نزدیک شویم و به اصطلاح تیر آخر خود را 

شان در کتب ریاضیرا بررسی کرد که اثبات  وحدت مقاطع مخروطی بزنیم! قبل از آن باید مقداری مقدمات ییطهح

 گیر شود.جا پیتواند از آنمختلف هست و خواننده می

 بسط تیلور

     توان بسطی به نام بسط تیلور داد که در خیلی مواقع این بسط به کمکمان رفتار را میبسیاری از توابع ریاضی خوش

 آید. فرم کلی بسط به صورت زیر است:می

𝑓(𝑎 + 𝑥) = 𝑓(𝑎) +
𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)

1!
+
𝑓′′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)2

2!
+
𝑓′′′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)3

3!
+ ⋯ 

ما فعلاً قصد داریم از بسط بالا کمی در کار خود استفاده کنیم و قصد توضیح تفصیلی خود بسط را نداریم. همان طور  

 دهید:نشان می 31که در مسئله 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+
𝑥4

4!
+
𝑥5

5!
+ ⋯ 
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sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
−
𝑥7

7!
+ ⋯ 

cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
−
𝑥6

6!
+ ⋯ 

کنیم که قرار نیست خیلی مفهوم معرفی می 𝑖دقت کنید که بالا باید زوایا را به رادیان حساب کنید. حال چیزی را به نام 

 کند.می مان را به شدت راحتفیزیکی و قابل لمسی داشته باشد ولی بسیاری از مواقع کار ریاضی

𝑖 ≔ √−1 

شوند و در غیر این صورت پذیر باشد، عددی مثبت میبخش 4، به شرطی که توان بر  𝑖های زوج با این وصف، توان

پذیر بر چهار شد، توان را منهای یک کنیم، حاصل عددی بخش ، اگر𝑖های فرد شوند. هم چنین در توانعددی منفی می

𝑖 شود به توان آن توانِ فرد می+𝑖 صورت، و در غیر این−𝑖. :بدین ترتیب 

𝑒𝑖𝜃 = 1 + 𝑖𝜃 −
𝜃2

2!
− 𝑖

𝜃3

3!
+
𝜃4

4!
+ 𝑖

𝜃5

5!
− ⋯

= (1 −
𝜃2

2!
+
𝜃4

4!
−
𝜃6

6!
+ ⋯) + 𝑖 (𝜃 −

𝜃3

3!
+
𝜃5

5!
−
𝜃7

7!
+ ⋯) 

 رسیم:می اویلرو به رابطه  

 

 

است چرا که اگر سمت راست تساوی را نگاه کنید، هم قسمت  مختلطعددی  𝑒𝑖𝜃روابط بالا خیلی مفیدند! در واقع 

cosحقیقی ) 𝜃بینید که در بینید و هم قسمتی می( می𝑖 (ضرب شده استsin 𝜃 موهومی( که نام این را، قسمت      

 کلی به عددی به صورتِ در حالت هم عددی است موهومی. 𝑖گذاریم. پس به یک تعبیری، خودِ می

𝑝 = 𝑎 + 𝑖𝑏 

قسمت موهومی آن است. با نمایشی  𝑏قسمت حقیقی آن و  𝑎که  عدد مختلطی است 𝑝یعنی گوییم.  مختلط عددی

 تر:علمی

Re(𝑝) = 𝑎   و   Im(𝑝) = 𝑏 

𝑒𝑖𝜃 = cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

𝑒−𝑖𝜃 = cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 
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. کاری که ما با اعداد مختلط داریم این اندشدهد و صرفاً برای آشنایی آورده ها بگذرولی بحث قرار نیست خیلی روی این

توانید با استفاده از روابط می ها به اتحادی زیبا بین معادلات بیضی و هذلولی برسیم.استفاده از اینخواهیم با است که می

 اویلر به سادگی نشان دهید:

 

cos 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
sin      و         𝜃 =

𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
 

 هم چنین واضح است که:

1

𝑖
= −𝑖 

 فرض کار ما این است: فعلاً

        شان را دست x یای دارد. فعلاً مؤلفه yو  xفرض: در دستگاه مختصاتی که در حالت بیضی داریم، هر نقطه یک 

 کنیم.برابر می 𝑖هر نقطه را  y یزنیم ولی مؤلفهنمی

شود. طبق فرض بالا ما هر جا دهیم در معادلاتمان چه تغییری حاصل میباید ببینیم با کاری که ما روی نقاط انجام می 

𝑦 باید آن را به دیدیم در معادلات ،𝑖𝑦 های ما در مختصاتی نیست که هر دو محور تبدیل کنیم. به عبارتی دیگر شکل

 Xاش حقیقی است به این معنی که اگر مثلاً روی محور شود که محور افقی، درجه بندیاند بلکه به صورتی میحقیقی

گذاریم. ولی اگر روی ، چهار را میxخاصِ  ییم، یعنی در معادلات و در همه جا به جای آن مؤلفهعدد چهار را خواند

بگذاریم  4𝑖 چهار است ولی در معادلات باید به جای آن کش عدد چهار را خواندیم، طول عمودی مثلا با خط Yمحور 

 جدید است.تعریف بندی ها یک و این

در راستای محور افقی  اند کهکه دو پارامتری 𝑒و  𝑎دقت کنید که ما فقط محور عمودی را دست کاری کردیم و بنابراین 

 شود:یک بیضی در دستگاه مختصات جدید می یشوند. معادلهنمی 𝑖شوند، ضرب در تعریف می

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1    ⟹    

𝑥2

𝑎2
+
(𝑖𝑦)2

𝑏2
=
𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1  

 𝑖در هم ضرب 𝑏کردیم پس باید  𝑖در ها را ضرب y که همهیو می رسیم به معادله هذلولی. ممکن است بگویید ما 

را به  𝑏2گیریم و را به عنوان یک طول در راستای محور عمودی در نظر نمی 𝑏جا شود. ولی دقت کنید که ما در این

حال  است. yدر راستای  𝑏کنیم که شهودی نداریم که جور تصور میحقیقی در نظر می گیریم و فعلاً این عددیعنوان 

 آید:ببینیم با این تغییر چه بلایی سرِ زوایا می
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را در نظر بگیریم روی محیط بیضی، اگر این  xای به طول اگر برای یک بیضی، یک دایره کمکی رسم کنیم و نقطه

اش با قبلی یکسان ولی xشود که جدیدی حاصل می ینقطه را روی دایره کمکی به صورت عمودی تصویر کنیم، نقطه

yاولیه را  یعمودی نقطه یمؤلفه شود.اش متفاوت میy جدید را که روی محیط  یی عمودی نقطهنامیم و مؤلفهمی

 بیضی:نقاط مختلف روی  نامیم. قبلاً بیان کردیم که برایمی Yت را دایره کمکی اس

𝑌

𝑦
= 𝑐𝑡𝑒. 

 هم چنین:

tan𝐸 =
𝑌

𝑥
 

ضرب کنیم که  𝑖بالا را اگر در  بکنیم. دو طرف رابطه 𝑖در ها را ضربمؤلفه عمودی یحال قرار شده است که همه

 کند:اشکالی در تساوی درست نمی

𝑖 tan𝐸 =
𝑖𝑌

𝑥
 

 زیر برقرار است: یدهید که رابطهنشان می 32ایم. در مسئله کرده 𝑖در ها را ضربyحال سمت راست مثل این است که 

tanh(𝑖𝐸) = 𝑖 tan𝐸 

 پس

tanh(𝑖𝐸) =
𝑖𝑌

𝑥
 

تانژانت به هندسه هذلولوی نوشته شد و زاویه  رسیم.هایی بین هذلولی و بیضی میبه عبارت دیگر داریم به مشابهت

 𝑖در است ضرب Xیی که یک ضلعشان در راستای های عمودی باعث شد زوایامؤلفهِِ 𝑖در شد. یعنی ضرب 𝑖در ضرب

 یشوند و توابع ما از توابع مثلثاتی تبدیل به هذلولوی شود. ممکن است بگویید صرفاً یک رابطه شاید نتواند به ما قاعده

توان این را می تر برای توابع غیر از تانژانت همصورت کمی کلیدهیم که به کلی بدهد.بله، درست است! بعداً نشان می

بینیم استفاده هایی که میتوانیم از مشابهتای کلی در بیاوریم ولی لااقل میگفت، ولی قبول است. شاید نتوانیم قاعده

 :که دانیمعادله کپلر برای بیضی میدر م کنیم.

𝐸 − 𝑒 sin𝐸 =
2𝜋

𝑇
𝑡 
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کردن ما از  𝑖در خودش یک زاویه بوده است و بنابراین اگر بخواهیم این دید را داشته باشیم که با ضرب 2𝜋در واقع 

بدین . 2𝜋𝑖داریم  2𝜋شوند، پس به جای می 𝑖رسیم )نگاه تبدیلی( و گفتیم که زوایا ضرب در بیضی به هذلولی می

 ترتیب:

𝐸 − 𝑒 sin𝐸 =
2𝜋

𝑇
𝑡    →      𝑖𝐸 − 𝑒 sinh 𝑖𝐸 =

2𝜋𝑖

𝑇
𝑡 

آوریم. را داخل کار می T. حال اند و هم هندسه عوض شده استضرب شده 𝑖بینید، هم زوایا در همان طور که در بالا می

𝑎 قطر بزرگ بیضی است در فضای حقیقی:نیم 

𝑖𝐸 − 𝑒 sinh 𝑖𝐸 =
2𝜋𝑖

2𝜋

√
𝐺𝑀
𝑎3

𝑡 

 بریم در رادیکال:بریم در مخرج سپس میرا می 𝑖حال اول 

𝑖𝐸 − 𝑒 sinh 𝑖𝐸 = 𝑖√
𝐺𝑀

𝑎3
𝑡 = −

1

𝑖
√
𝐺𝑀

𝑎3
𝑡 = −√

𝐺𝑀

−𝑎3
𝑡 = −√

𝐺𝑀

(−𝑎)3
𝑡 

 . پس:′𝑎گذاریم را می 𝑎−نام 

𝑒 sinh 𝑖𝐸 − 𝑖𝐸 = √
𝐺𝑀

𝑎′3
𝑡 

 𝐸که عددی موهومی است را با  𝑖𝐸ای است که برای هذلولی به دست آوردیم. اشتباه نکنید! معادله بالا همان معادله

 که قبلاً با انتگرال به دست آوردیم باید به فرم:

𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 = √
𝐺𝑀

𝑎3
𝑡 

ها یکی نشد. مسئله این است که در حالتی برای معادله هذلولی به باشد مقایسه نکنید و بعد نتیجه بگیرید چرا جواب 

ها د لمسش کرد! ولی الآن که زاویهشها حقیقی باشند، واقعاً یک هذلولیِ فیزیکی در کار بود! میدست آوردیم باید زاویه

دانیم چیست)!( یک هذلولی تشکیل شده است. یعنی در عین این که یک موهومی شدند یعنی در یک فضایی که نمی

قرار نیست حتماً معنی  کند.گردد، آن جسم در فضای موهومی دارد در مدار هذلولی حرکت میجسم دارد دور بیضی می

 ای برای این پیدا کنیم. ما صرفاً این جا خواستیم شباهت منطقی معادلات را بررسی کنیم. فیزیکی
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در  شود طول منفی شود!؟! باز ایراد نگیرید که مگر می𝑎شد منفیِ  ′𝑎ی جالبی که اینجا رسیدیم این بود که به نتیجه

کند. و اما این ابزار ریاضی بعداً به ما کمک می ای که کردیم، طول در فضای موهومی منفی شد.این جا ما با کار ریاضی

 شود. یعنی در واقعیت یک هذلولی داریم پس:اگر بر عکس عمل کنیم، از هذلولی بخواهیم بیضی برسیم هم می

𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 = √
𝐺𝑀

𝑎3
𝑡 

 :بکنیم و هندسه را عوض کنیم 𝑖در ها را ضرببه محیط موهومی برویم باید زاویهگفتیم که از محیط حقیقی بخواهیم 

𝑒 sin(𝑖𝐸) − 𝑖𝐸 = 𝑖√
𝐺𝑀

𝑎3
𝑡 = −

1

𝑖
√
𝐺𝑀

𝑎3
𝑡 = −√

𝐺𝑀

𝑎′3
𝑡 

𝑖𝐸 − 𝑒 sin 𝑖𝐸 = √
𝐺𝑀

𝑎′3
𝑡 

 که طولی منفی است در فضای موهومی مر بوط به بیضیِ موهومی شد، نه هذلولی. ′𝑎این دفعه 

ضرب شوند. فرض کنید مبدأ مختصات را روی  𝑖ه زوایا باید در زنیم از این کهای دیگری میقبلاً گفته بودیم که مثال

 ایم:کانون بیضی گذاشته

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 =
𝑎(1 − 𝑒2) cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
𝑦    و     =

𝑎(1 − 𝑒2) sin 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

 دهیم. در هذلولی موهومی:حال تبدیلات را انجام می

𝑥′ = 𝑥     و      𝑦′ = 𝑖𝑦 

𝑥′ =
𝑎(1 − 𝑒2) cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
′𝑦      و      =

𝑎(1 − 𝑒2)𝑖 sin 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

 هید که:توانید به سادگی نشان دمی

cos 𝜃 = cosh 𝑖𝜃 𝑖      و      sin 𝜃 = sinh 𝑖𝜃 

 یعنی:

𝑥′ =
𝑎(1 − 𝑒2) cosh 𝑖𝜃

1 + 𝑒 cosh 𝑖𝜃
′𝑦     و      =

𝑎(1 − 𝑒2) sinh 𝑖𝜃

1 + 𝑒 cosh 𝑖𝜃
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( برای تبدیل به فضای موهومی، زاویه را Eرابطه بالا چیست!؟ آیا جز همین است که ما برای هر زاویه دلخواه )نه لزوماً 

ای که کردیم به بینیم که باز توانستیم با استفاده از همان فرض اولیهضرب کردیم و هندسه را هذلولوی کردیم؟ می 𝑖در 

ها کار داریم برایمان جواب میمثال نقضی پیدا شود ولی ما تا جایی که فعلاً با این قبلی برسیم. البته ممکن است قاعده

مربوط به بیضی حقیقی است ولی ما الآن هذلولی داریم پس باید طول مشخصه هذلولی هم به  𝑎دهد. در روابط بالا 

′𝑎معادلات وارد کنیم: ) = −𝑎) 

𝑥′ =
𝑎′(𝑒2 − 1) cosh 𝑖𝜃

1 + 𝑒 cosh 𝑖𝜃
′𝑦     و      =

𝑎′(𝑒2 − 1) sinh 𝑖𝜃

1 + 𝑒 cosh 𝑖𝜃
 

بردار مکان در فضای حقیقی دانیم که طول ، میحال اگر بخواهیم طول بردار مکان را در فضای موهومی حساب کنیم

 شد:می

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 

 :به سادگی از لحاظ جبری داریم

𝑟 = √𝑥2 − (𝑖𝑦)2 

 شود:زیر در فضای موهومی نوشته میبا استفاده از تبدیلاتمان، همین بردار مکان در فضای حقیقی به صورت 

𝑟 = √𝑥′2 − 𝑦′2 =
𝑎′(𝑒2 − 1)

1 + 𝑒 cosh 𝑖𝜃
√cosh2 𝑖𝜃 − sinh2 𝑖𝜃 =

𝑎′(𝑒2 − 1)

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

شود طول بردار مکان یعنی طول یک بردار مکان برای یک بیضی در فضای حقیقی می رسیدیم به معادله قطبی هذلولی.

 برای هذلولی در فضای موهومی.

 برویم جلو و به روابط دیگری برسیم. مثلاً:توانیم طور میهمین

𝑏2 = 𝑎2(1 − 𝑒2) = −𝑎′
2(𝑒2 − 1)    ⟹    𝑏′ ≔ 𝑖𝑎′√𝑒2 − 1 

ضرب شده، چون  𝑖هذلولی است ولی در  𝑏ی بیضی رسیدیم به رابطه برای هذلولی. عبارت سمت راست فرم از رابطه

در هر عدد ضرب 𝑖عمودی یعنی  لی در فضای موهومی ساخته شده است یعنی چون که در فضای موهومی، محورهذلو

شده است پس اگز طولی را از روی محور عمودی در فضای موهومی بخوانیم، مقدار حقیقی آن را حساب کردیم  حقیقی

در اول  "جا وارد نیست که دقت کنید که این ایراد این ایم.ضرب کنیم، آن عدد را در فضای موهومی خوانده 𝑖و اگر در 

هم  𝑒2ضرب نشد بلکه جای  𝑖باید دقت کنید که فقط  "جا ضرب شد!شود ولی در ایننمی 𝑖ضرب در  𝑏کار گفتیم 

 تغییر کرد و این باعث شد که:
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𝑏2 = 𝑏′2 

های بیضی ها کمی نامفهوم است صرفاً به کارمان نگاهی ریاضی بکنید برای تبدیل کردنکنید این بحثاگر احساس می

 و هذلولی.

کنیم شاید این فکر را القا کند که بیضی و هذلولی واقعاً یکی ضرب می 𝑖های عمودی را در مؤلفهو اما این که بگوییم 

توان گفت که کارهایی که ما کردیم عملاً بازی نیستند و باید در یک چیزی ضرب شوند تا به هم تبدیل شوند. ولی می

ایم شهودی در فضای نویسیم و بعد برایش سعی کردهم به دو صورت میواحد را داری هریاضی بود و عملاً یک معادل

 موهومی پیدا کنیم. در معادله کپلر:

𝐸 − 𝑒 sin𝐸 =
2𝜋

𝑇
𝑡 

 کنیم:ضرب می 𝑖بدون این که بخواهیم شهودی را بیان کنیم دو طرف معادله را در 

𝑖𝐸 − 𝑒𝑖 sin 𝐸 =
2𝜋𝑖

𝑇
𝑡 

توان این را برای بردار رویم جلو تا به نتایج مطلوبمان برسیم. همین طور میبعد همان طور که در قبل ادامه دادیم، می

توانیم به جای این که شهود دهیم که مکان گفت )در واقع در قسمت توضیح بردار مکان اول این توضیح را گفتیم( می

ضرب کنیم  𝑖دو طرف رابطه را در شود صرفاً کاری ریاضی انجام دهیم و شوند و هندسه عوض میضرب می 𝑖زوایا در 

 و سعی کنیم دنبال شهودی برایش بگردیم! اشکال که ندارد!؟:

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 =
𝑎(1 − 𝑒2) cos 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
𝑦    و     =

𝑎(1 − 𝑒2) sin 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

کنیم و معادله سمت چپ را کاری نداریم )و شهودش این است که به این ضرب می 𝑖دو طرف معادله سمت راست را در 

 کنیم(:را موهومی نمی Xگیریم که محور منزله می

 𝑥 =
𝑎(1 − 𝑒2) cosh 𝑖𝜃

1 + 𝑒 cosh 𝑖𝜃
𝑖𝑦     و        =

𝑎(1 − 𝑒2) sinh 𝑖𝜃

1 + 𝑒 cosh 𝑖𝜃
 

 ضرب کردن و هندسه را هذلولوی کردن! 𝑖ها را بگذاریم: زاویه را در توانیم نام این کاربعد می

طول بردار مکان هم عملاً همین کار را کردیم و با یک تعریف کمی بازی بینید که برای میاگر به صفحه قبل دقت کنید 

هایمان با هم برابر بوده ریاضی کردیم و آن را بردیم در فضای موهومی و به عنوان کاری ریاضی همیشه طرفین تساوی

 کار کردیم. 𝑟هم تعریف کنیم و فقط با  ′𝑟و مثلاً لازم نبوده دیگر یک 
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داشتیم که از نگاه ریاضی شباهت این دو مقطع مخروطی را بررسی کنیم، شاید خیلی کاری به  در مجموع بیشتر قصد

 کند، گرچه سعی کردیم تا حدودی، شهود هم ارائه کنیم.شهود موضوع نداشته باشیم. در محاسبات کارمان را راحت می

 استخراج معادله زمان سهمی از معادله کپلرِ بیضی!

که بیضی و هذلولی بسیار با هم وحدت دارند و تا آن جا که پیش رفتیم و نشان دادیم  در قسمت قبل نشان دادیم

شوند و هم از لحاظ دینامیکی، معادله آیند، یعنی هم از لحاظ هندسی به هم مربوط میدیگر در میمعادلاتشان از هم

سهمی و بیضی را نشان دادیم ولی حرفی ماند. قبلاً شباهت هندسی دهد. یک کار باقی میدیگر را نتیجه میکپلرشان هم

خواهیم اثبات کنیم معادله زمان بیضی و سهمی به مربوطند. در نگاه اول برای از معادله کپلر نزدیم. در این بخش می

 ی های نزدیکِ یک، معادلهخروج از مرکز

tan
𝐸

2
= √

1 − 𝑒

1 + 𝑒
tan

𝜃

2
 

شود و انگار دستمان بسته است. ولی دقت کنید که ما صفر میشود و معادله کپلر برابر صفر می 𝐸نماید که این طور می

کنیم. با استفاده از ی حدگیری و میل دادن استفاده میکنیم، بلکه مثل قبل از شیوهاعداد را در معادلات جایگذاری نمی

 توانید به راحتی نشان دهید:بسط تیلور می

tan−1 𝑥 = 𝑥 −
1

3
𝑥3 +⋯ 

 کنیم:تعریف می

𝛽 ≔ 1 − 𝑒 

ها از آن استفاده توانیم در تقریبشود و میبه یک میل کند پس کمیت تعریفی چیز کوچکی می eچون که قرار است 

 کنیم. داریم:

𝐸 = 2(√
𝛽

2 − 𝛽
tan

𝜃

2
−
1

3

𝛽
3
2

(2 − 𝛽)
3
2

tan3
𝜃

2
+⋯) 

تا مرتبه  𝛽بنا به دلیلی که بعداً روشن خواهد شد 
3

2
با  نتیجه پوشیم. درهای بالاتر چشم میداریم و از مرتبهنگه می 

 (:30ای )مسئله استفاده از بسط دو جمله
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𝐸 ≈ 2√
𝛽

2
(1 +

𝛽

4
) tan

𝜃

2
−
1

3

𝛽
3
2

2
3
2

tan3
𝜃

2

= √2 √𝛽 tan
𝜃

2
+ √2

𝛽
3
2

4
tan

𝜃

2
−
1

3

𝛽
3
2

2
3
2

tan3
𝜃

2
 

را تا مرتبه  𝛽حال با توجه به این نکته که 
3

2
 گیریم:سینوس می 𝐸داریم، از نگه می 

sin𝐸 ≈ sin(√2 √𝛽 tan
𝜃

2
+ √2

𝛽
3
2

4
tan

𝜃

2
−
1

3

𝛽
3
2

2
3
2

tan3
𝜃

2
)

= (√2 √𝛽 tan
𝜃

2
−
2
3
2

6
𝛽
3
2 tan3

𝜃

2
) (1)

+ (1)(√2
𝛽
3
2

4
tan

𝜃

2
−
1

3

𝛽
3
2

2
3
2

tan3
𝜃

2
) = 𝐸 −

√2

3
𝛽
3
2 tan3

𝜃

2
 

𝑒و اما در معادله کپلر  sin𝐸  داریم: )تا مرتبه
3

2
  ِِ𝛽) 

𝑒 sin 𝐸 = (1 − 𝛽) sin𝐸 ≈ 𝐸 −
√2

3
𝛽
3
2 tan3

𝜃

2
− 𝛽𝐸 

 پس با این تقریب:

𝐸 − 𝑒 sin𝐸 ≈
√2

3
𝛽
3
2 tan3

𝜃

2
+ 𝛽𝐸 ≈

√2

3
𝛽
3
2 tan3

𝜃

2
+ √2 𝛽

3
2 tan

𝜃

2
 

 دانیم:ه کپلر را حساب کنیم. از قانون دوم کپلر میتساوی معادلحال آن طرف 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=
𝜋𝑎𝑏

𝑇
=
ℎ

2
 

 شود:ای بر واحد جرم. پس طرف راست معادله کپلر میرا قبلاً در قسمت مکانیک تعریف کردیم تکانه زاویه ℎکه 

2𝜋

𝑇
𝑡 =

ℎ𝑡

𝑎𝑏
=

ℎ𝑡

𝑎
3
2√1 + 𝑒√𝑎(1 − 𝑒)

 

 شود:پس معادله کپلر ما می
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√2

3
𝛽
3
2 tan3

𝜃

2
+ √2 𝛽

3
2 tan

𝜃

2
=

ℎ𝑡

𝑎
3
2√1 + 𝑒√𝑎𝛽

 

 قبلاً استدلال کردیم که در حد بیضی میل به سهمی: رسیم.حال به حدگیری می

𝑎(1 − 𝑒) = 𝑎𝛽 = 𝑝 

 پس:

√𝑎𝛽(𝑎𝛽)
3
2 (√2 tan

𝜃

2
+
√2

3
tan3

𝜃

2
) =

ℎ𝑡

√1 + 𝑒
 ⟹    

ℎ𝑡 = 2𝑝2 (tan
𝜃

2
+
1

3
tan3

𝜃

2
) 

را فقط تا مرتبه  𝛽گردیم به اول کار که گفتیم که قبلاً دیدیم معادله بالا، معادله زمان سهمی است. حال بر می
3

2
نگه  

مان مثلاً به این صورت گرفتیم به طوری که معادلههای بالاتر را نیز در نظر میداریم. علتش این است که اگر مرتبهمی

 شود

𝐸 − 𝑒 sin𝐸 ≈
√2

3
𝛽
3
2 tan3

𝜃

2
+ √2 𝛽

3
2 tan

𝜃

2
+ 𝛽

5
2(… ) + 𝛽

7
2(… ) +⋯ 

𝑎آن گاه وقتی 
3

 شود غیر از جملات قبلی، جملاتی مثلدر این معادله ضرب می 2

𝑎
3
2𝛽

5
2(… ) + 𝑎

3
2𝛽

7
2(… ) +⋯ 

داشتیم که تا مرتبه  
3

2
  ِِ𝛽  به ما𝑝 ی داد و بقیه مرتبهرا نتیجه می𝛽 شد.یعنی:صفر می 

𝑎
3
2𝛽

5
2 = (𝑎

3
2𝛽

3
2) (𝛽) = 𝑝

3
2 (0) = 0 

های بالاتر از ی مرتبهو بدین ترتیب همه
3

2
ای که با تقریب به دست معادلهدهند و این یعنی به ما صفر را نتیجه می   

هایی که در تقریب نیامدند همگی صفرند یعنی یک ای دقیق است نه تقریبی! چرا که وقتی بقیه مرتبهآوردیم، معادله

ی سهمی های مقاطع مخروطی را دیدیم. قبلاً اثبات کردیم هندسهباز هم یکی دگر از شباهت معادله را دقیق حل کردیم.

 در این جا یکی بودن دینامیکشان را هم نشان دادیم.و بیضی یکیست و 
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 مسائل

هم چنین  .اید، حتماً این کار را انجام دهیدنیاز را اثبات نکردهقبل از هر چیز، اگر تا حالا روابط گفته شده در قسمت پیش

ندسه اند یا کتاب هتوانید از کتبی که قسمتی را لااقل به عنوان مقاطع مخروطی اختصاص دادهبرای گرفتن کمک می

 تحلیلی سال چهارم دبیرستان، استفاده کنید.

 ی بین دو مجانب هذلولی را بیابید.با استفاده از دو روش دکارتی و قطبی، نصف زاویه -1

 کند؟راهنمایی: در روش دکارتی با نزدیک شدن هذلولی به مجانبش، چه چیزی به عدد ثابتی میل می

 کند؟هذلولی به مجانبش بردار مکان به چه چیزی میل میدر روش قطبی با نزدیک شدن 

مخروط پایین( که محور مخروط، مخروط بالا دارد هم نیممخروطی دو سرباز را در نظر بگیرید )یعنی هم نیم -0

ای در نظر بگیرید که عمود بر گونهرا هم به pی . صفحهاست 𝛼رأس مخروط و زاویه نیم است Zمحور 

ی نامیم و زاویهمی 0zرا  Zو محور  pنقطه تقاطع  zی خروط را قطع کند. مؤلفهباشد و م YZصفحه 

 نامیم.می 𝜃را  XYی صفحهو  pبین 

هذلولی،  یشاخهالف( به صورت شهودی بگویید که  اگر هذلولی تشکیل شود، آیا به نظرتان خروج از مرکز دو نیم

ر هذلولی برابر است؟معادلات نوشته شده دبین دو مجانب در دو نیم یبا هم برابر است؟ یا به عبارتی دیگر، آیا زاویه

 گوید؟ اشکال کار در کجاست؟متن به شما چه می

 های معلوم مسئله بیان کنید.را بر حسب پارامتر 𝑏و  𝑎ب( 

ت آیا درس« یک نقطه، یک بیضی و یک خط،یک سهمی و دو خط متقاطع، یک هذلولی است»این که بگوییم: 

 فتن، این را با معادلات ثابت کرد؟توان غیر از کیفی گچگونه می گر درست استا است؟

توانید نشان دهید. یک صفحه را با مخروط قطع دهید به طوری زاویه صفحه با افق را این طور میج( مطلب بالا 

90کمتر از  − α  باشد و فقط از نقطه مشترک دو نیم مخروط بالا و پایین )یعنی نقطه رأس( بگذرد. انتظار دارید

کرد انتظار داشتید چه ببینید؟ همین کار را برای هذلولی چه ببینید؟ اگر صفحه با ارتفاع کمتری مخروط را قطع می

 شود؟ل میو سهمی هم انجام دهید ببینید دو خط متقاطع و یک خط یا نیم خط تشکی

بیان  𝑝و  𝑏و  𝑎های مقاطع مخروطی د( استدلال بالا استدلالی هندسی بود. مطالب بالا را با استفاده از پارامتر

کنید و بگویید در حالت نقطه و خط و دو خط متقاطع، هر کدام از این پارامترها برای مقطع مخروطی مرتبط برابر 

 شود؟چه می
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نیم خط، سهمی، یک خط یا دو خط متقاطع، هذلولی است؟چرا؟ اگر قبول دارید که  خط بیضی، یکه( آیا یک پاره

 کند باید چگونه باشد.تواند هذلولی باشد بیان کنید که شرایط مخروطی که صفحه آن را قطع مییک خط هم می

 ن قطع دهید.را با آ XYخواه نسبت به ی دلای با زاویهدر نظر بگیرید. صفحه Zیک استوانه با محور الف(  -3

نامه سعی کنید نشان دهید که شکل حاصل از تقاطع یک از دو روش تحلیلی و هندسی گفته شده در درس

 و خروج از مرکز بیضی را بیابید. XYی بین زاویه با رابطهبیضی است. 

سئله را م آیا استوانه یک مخروط راست است یا خیر؟ دلیلی برای پاسخ خود پیدا کنید. آیا اینراهی زیباتر!! 

 طور؟اید!؟ حساب خروج از مرکزش را چهقبلاً حل نکرده

 بینیم؟چرا؟کج بگیریم، آن را چه می ای دور از چشمیک سکه دایروی را در فاصلهاگر ب(

 نگاهی بیندازید.  19برای این که بتوانید این سؤال را حل کنید شاید بهتر باشد به قسمت الفِ سؤال نمایی:راه

             شکل است.یدر نظر بگیرید که مقطعش بیض دیگری از قسمت )ب( این است: یک استوانهج( تعبیر 

دهیم. با استفاده از روش تحلیلی که در قسمت ای را با زاویه نسبت به افق با این استوانه قطع میصفحه

خروج از مرکز آن  )الف( هم از آن استفاده کردید نشان دهید شکل حاصل مقطعی مخروطی است و تابعیت

ای مشخص، شکل حاصل یک را بر حسب زاویه صفحه نسبت به افق بیابید و بعد نتیجه بگیرید که در زاویه

 ای شماست!؟دایره ی. این دایره چیست؟ آیا چیزی جز همان سکهدایره خواهد بود

 نگاه کنید. 43به این مسأله به قسمت )ی( مسأله برای مشاهده شهود بیشتر راجع

ای مشخص وقتی که بالای دستمان را به سمت ستارهها در آسمان چه شکلی است؟ فرض کنید مسیر ستاره -4

کند، ما هم دستمان را طوری کنیم و همین طور که ستاره در اثر چرخش زمین حرکت میافق است دراز می

 دهیم که همواره جهت انگشتانمان به سمت ستاره باشد.تکان می

 شود چیست؟از تکان دادن دستمان در فضا ایجاد می الف( شکلی که حاصل

آید هم مسیری هایی که مدام از ستاره در جاهای مختلف آسمان به چشممان میتوان گفت نورب( آیا می

مشابه دستمان در فضا دارند؟ به عبارت دیگر، در طول مدتی که ستاره بالای افق است، نورش تحت چه 

 شود؟شکلی به چشم ما وارد می

ایم. با استفاده از هرا روی زمین به صورت عمودی قرار داد دیرکی 𝜑حال فرض کنید در عرض جغرافیایی  

 صفحه و مقطع مخروطی داشتیم: هایمطالبی که در متن راجع به داستان

شود، روی زمین، یک دیرک که بر اثر تابش خورشید ایجاد می یج( استدلال کنید که مسیر نوک سایه

 مخروطی است.مقطع 

های فیزیکی مقطع مخروطی را بر حسب عرض جغرافیایی و میل خورشید د(خروج از مرکز و دیگر ویژگی

 های خاصی مثل قطب و استوا برقرار است؟و طول دیرک بیان کنید. آیا جوابتان در حالت
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 طبق تعریف زیر از هذلولی: -5

باشد،  eها با خط برابر ی آنها با نقطه به فاصلهی آنمکان هندسی نقاطی از صفحه که نسبت فاصله                    

 (e>1سازد. )را می eمقطع مخروطی با خروج از مرکز 

ی آن با بیان کنید که آیا منطقی است هذلولی مجانب داشته باشد یا خیر؟ اگر مجانب دارد طبق راه بالا، زاویه

 شود؟چگونه داده میمحور افق 

ی یکی بودن سهمی و بیضی نگاه کنید، ممکن است این ایراد را تری به مسئلهاگر بخواهید با دید فیزیکی -6

قطر بزرگ چه معنی دارد؟ گرچه این عملاً مشکلی نیست ولی این نهایت میل دادن نیموارد کنید که به بی

مشخص داشته باشیم آیا اگر بررسی بیضی را معطوف قطر محدود و را امتحان کنید: اگر یک بیضی با نیم

به بررسی نقاط یک سر بیضی )سرِ نزدیک به کانون مورد نظر( بکنیم و روی یک قسمت از بیضی نقاط را 

های های پایین خیلی از سرِ بیضی فاصله نگیریم به طوری که از تقریببررسی کنیم به طوری که تا تقریب

گاه نیم، آننظر کقطر بزرگ را بتوانیم صرفجایی از سرِ بیضی به نیمقدار جابهم مرتبه دو به بالای نسبت

رگ به قطر بزشود یا خیر؟ اگر آری، باید گفت که در حدِ میل نیمی بیضیِ ما تبدیل به سهمی میمعادله

د و ستنهنزدیکی به سرِ بیضی کنیم به یک نحوی در حکم نهایت تمام نقاطی که در صفحه بررسی میبی

 هایی مشخص.xاین یعنی اثبات مسئله در حالت کلی و نه فقط 

 تر، بیضی است. در واقعدر متن ثابت کردیم که یکی از حالات مدار یک جسم به دور جسمی خیلی پرجرم -7

شود که تر بگوییم هنگامی که انرژی کل جسممان منفی باشد مداری محدود دارد که اثبات میاگر فیزیکی

ای مشخص روی زمین با زاویه aی ای را در نظر بگیرید که از نقطهپرتابه .ی منفی استانرژی مدار بیض

دانیم زمین فرود بیاید و میروی  bی در نقطه کنیم کهنسبت به افق و سرعتی معلوم طوری پرتاب می

. اگر انرژی کل جسم منفی لزوماً کوچک نیست و شاید با شعاع زمین قابل مقایسه است bتا  aی فاصله

بسیار نزدیک  bبه  aشود که مرکز زمین کانون آن است. حال اگر باشد مدار جسم قسمتی از یک بیضی می

 چیز باشد:شان نسبت به شعاع زمین ناباشد به طوری که فاصله

حرکت است.  ثابتالف( در این حالت بردار شتاب گرانش برای نقاط مختلف مسیر پرتابه با تقریب بسیار عالی  

 در چنین میدانی تحت چه مسیری است؟

ضی و از دیدگاه هندسی بی اید!؟ب( دیدگاه بالا از نگاه مکانیک بود. ولی آیا شما قبلاً این مسئله را حل نکرده

سهمی به جواب قسمت الف برسید. راهنمایی: اگر مدار انرژی منفی یک جسم، بیضی است آیا مداری که در 

 اش منفی است؟ دلیل منطقی بیاورید.قسمت بالا هم به دست آوردید بیضی است چون انرژی

معرفی  tanh𝛼دلیل در آن طولی شده بود که بیای کشیده متن شکل هذلولیدر قسمت هندسه هذلولوی -8

 اثبات کنید. 𝑎شده بود. این را با پیدا کردن دو مثلث مناسب و استفاده از یک بودن 
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 هایپربولیک:نشان دهید برای توابع -9

sinh(𝛼 ± 𝛽) = sinh𝛼 cosh𝛽 ± cosh𝛼 sinh𝛽 

cosh(𝛼 ± 𝛽) = cosh𝛼 cosh𝛽 ± sinh𝛼 sinh𝛽 

 در نتیجه

tanh(𝛼 ± 𝛽) =
tanh𝛼 ± tanh𝛽

1 ± tanh𝛼 tanh𝛽
 

sinh 2𝛼 = 2 sinh𝛼 cosh𝛼 

cosh 2𝛼 = cosh2 𝛼 + sinh2 𝛼 = 2 cosh2 𝛼 − 1 = 2 sinh2 𝛼 + 1 

 پس:

sinh2
𝛼

2
=
cosh𝛼 − 1

2
cosh2         و       

𝛼

2
=
cosh𝛼 + 1

2
 

 نشان دهید:با استفاده از تعاریف توابع هایپربولیک  -12

𝑑(sinh𝛼) = cosh𝛼 𝑑𝛼 

𝑑(cosh𝛼) = sinh𝛼 𝑑𝛼 

 𝑑(tanh𝛼) = sech2 𝛼 𝑑𝛼 

𝑑(coth𝛼) = −csch2 𝛼 𝑑𝛼 

را بدانید در  های هر کدامتوابع سینوس، کسینوس، تانژانت، کتانژانتِ هایپربولیک را رسم کنید. این که بازه -11

 کند.حل بعضی مسائل به شما کمک می

هایی است که گفته شد و در بیان توابع هذلولوی یک راه این است که بگوییم تعریف توابع هذلولوی همان  -10

های هایپربولیک را نشان دهیم )کاری توانیم در شکل هذلولی محوریریم مثل این که میگبعد نتایجی می

کنیم در ابتدا که در متن انجام شد( و یک راه دیگر این است که بگوییم ما تعریفی که از توابع هذلولوی می

کنیم یتعریف مبر اساس شکل است و سپس به رابطه ریاضی توابع هذلولوی برسیم. یعنی برای مثال، 

ه روی که از تصویر شدن یک نقطای عمودی خطپاره پارامتر برابر باشد با طولسینوس هایپربولیک یک 

 آید و بعد نشان دهیم که:به دست می Xهذلولی بر محور 

sinh𝛼 =
𝑒𝛼 − 𝑒−𝛼

2
     

 این کار را هم برای سینوس هم کسینوس هم تانژانت انجام دهید.

∫خواهیم می -13 √𝑥2 − 1 𝑑𝑥
𝑥𝑃
1

طور که گفتیم یک راه، حساب توسط توابع را حساب کنیم. همان 

هایپربولیک است. ولی فارغ از آن، عموماً چون که شاید با توابع مثلثاتی آشنایی داریم شاید تغییر متغیر 

* 
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sec 𝜃 ≔ 𝑥 ن اسریع به ذهنمان برسد.باید گفت که اگر از راه مثلثاتی برویم در عین این که آخر به هم

 ید.دهایم و این را شما در این مسئله نشان میتر کردهرسیم، فقط راه را پیچیدهجواب هایپربولیک می

 تر مثلِ:ایهای پایهالف( با تغییر متغیر گفته شده در بالا پیش روید و انتگرال بالا را برسانید به انتگرال

∫
𝑑𝜃

cos3 𝜃
 

و نیاز به ایده دارد. ولی به عنوان راهنمایی تا قسمتی از ایده حل  و اما گرفتن انتگرال بالا شاید خیلی راحت نباشد        

 نویسیم:را می

∫
𝑑𝜃

cos3 𝜃
= ∫

cos 𝜃 𝑑𝜃

(1 − sin2 𝜃)2
=
1

4
∫(

1

1 − sin 𝜃
+

1

1 + sin 𝜃
)
2

𝑑(sin𝜃)

= ⋯ 

 نشان دهید که در نهایت با استفاده از:       

∫sec 𝜃 𝑑𝜃 = ln(sec 𝜃 + tan𝜃) 

 رسیم به:می      

∫
𝑑𝜃

cos3 𝜃
=

sin 𝜃

2 cos2 𝜃
+
1

2
ln(sec 𝜃 + tan𝜃) 

 با بازگرداندن تغییر متغیری که انجام دادید به متغیر اصلی نتیجه بگیرید:

∫√𝑥2 − 1 𝑑𝑥 =
𝑥

2
√𝑥2 − 1 −

1

2
ln (𝑥 + √𝑥2 − 1) 

تابع هایپربولیک مناسبی  𝑥های مجاز برای تر است. کافیست با چک کردن بازهرستر و در دستاما راه هایپربولیک ساده

cosh𝛽دهیم را پوشش دهد و برایش اتحاد داشته باشید که کارتان ساده شود. قرار می 𝑥ی حدس بزنید که دامنه ≔

𝑥 شود:انتگرال بالا می نشان دهید که 

∫√𝑥2 − 1 𝑑𝑥 = ∫sinh2 𝛽 𝑑𝛽 

 ، ثابت کنید:9با استفاده از اتحادی مناسب از مسئله 

∫√𝑥2 − 1 𝑑𝑥 =
sinh2𝛽

4
−
𝛽

2
=
sinh𝛽 cosh𝛽

2
−
𝛽

2
 

 :𝛽گذاری یبا جا
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∫√𝑥2 − 1 𝑑𝑥 =
cosh(cosh−1 𝑥) sinh(cosh−1 𝑥)

2
−
cosh−1 𝑥

2
 

 نشان دهید:

sinh(cosh−1 𝑥) = √𝑥2 − 1 

 پس:

∫√𝑥2 − 1 𝑑𝑥 =
𝑥√𝑥2 − 1

2
−
cosh−1 𝑥

2
 

 کنیم:جواب بالا را با جواب حالت مثلثاتی مقایسه می

𝑥√𝑥2 − 1

2
−
cosh−1 𝑥

2
=
𝑥

2
√𝑥2 − 1 −

1

2
ln (𝑥 + √𝑥2 − 1) 

 تساوی بالا برقرار است. کافیست نشان دهید:نشان دهید 

cosh (ln (𝑥 + √𝑥2 − 1)) = 𝑥 

دیدیم  پس اگر گاهی در انتگرالی ها یکی است ولی سادگی راه هایپربولیک کجا و راه مثلثاتی کجا!!بینیم که جوابمی

یم با روابطی مثل شاید بتوانیپربولیک هم امتحان کنیم و بعد ها دهد بد نیست که تابعای نمیجواب ساده که تابع مثلثاتی

 یا .... ربط دهیم. 𝑙𝑛ی بالا توابع هایپربولیک را به چیزهایی مثل رابطه

دانیم که از هر دو بردار خواه در فضا در نظر بگیرید. میخصوصیت یک صفحه تخت چیست؟ دو بردار دل  -14

دانیم که این صفحه بردار عمود بر آن صفحه گذرانیم. حال میای از دو بردار میگذرد. صفحهیک صفحه می

 هایش به این صورتند:گذاریم. فرض کنید مؤلفهمی �⃗⃗⃗�هم دارد. نام این بردار را 

�⃗⃗⃗� = 𝐴�̂� + 𝐵𝑗̂ + 𝐶�̂� 

دلمشخصِ  ایخصوصیت این بردار این است که بر تمام بردارهای داخل این صفحه عمود است. نقطه

, 𝑥0)خواه به عنوان نقطه مرجع در صفحه با مختصات  𝑦0 , 𝑧0) در نظر بگیرید. حال فرض کنید می

, 𝑥)ای دیگر با مختصات کلیِ خواهید نقطه 𝑦 , 𝑧)  را بررسی کنید. برداری رسم کنید که این نقطه را به

 بگذارید. 𝑟سرش متغیر، نقطه مرجع وصل کند. اسم این بردار را که یک سرش همیشه ثابت است و یک 

ای باید به رابطه بر حسب معلومات بیابید. zو  x،yای برای رابطه �⃗⃗⃗�بر  𝑟الف( با توجه به عمود بودن 

 برسید به فرمِ 

�̅�𝑥 + �̅�𝑦 + 𝐶̅𝑧 =  0 یا 1
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فرق کنند و باید تعیین شوند. در چه حالتی طرف راست  𝐶و  𝐵و  𝐴است با  که ضرایب جدید ممکن

 تساوی صفر است و در چه حالتی یک؟

 ب( نشان دهید

{
  
 

  
 �̅� =

𝐴

𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0

�̅� =
𝐵

𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0

𝐶̅ =
𝐶

𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0

 

 های بالا به شما کمک اید رابطه: اگر موفق به حل الف نشدهتقلب!             

 کنند!می

 بر صفحه عمود است، بردارِ  �⃗⃗⃗�ج( استدلال کنید که چون بردار 

�⃗⃗⃗� = �̅��̂� + �̅�𝑗̂ + 𝐶̅�̂� 

 هم بر آن صفحه عمود است.

 تاتوم!: یسؤال مرحله دوم دوره پنجم المپیاد کشوری نجوم و سؤال کتاب مکانیک نوشته  -15

 زیر است: دهد که مختصات نقاط آن به صورتپنج نقطه از مدار جرمی آسمانی را نشان می شکل زیر

𝐴: (1,8)   𝐵: (4,9)   𝐶: (5,2)   𝐷: (7,6)   𝐸: (8,4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 این مدارِ کدام یک از مقاطع مخروطی است؟ مشخصات مدار را محاسبه کنید.

𝑥0: بیضی، پاسخ = 𝑦0و   4.6187 = 𝑎و   5.4246 = 𝑏و   5.0459 = و   2.2646

𝑋زاویه انحراف محور بزرگ بیضی با محور = 128.8512°  
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 الف( با استفاده از حل دستگاه سه معادله سه مجهولی که در متن اشاره شد برسید به:  -16

[

𝑋0
𝑌0
𝑍0

] = [

 𝑦′′
0
cos 𝛼 − 𝑧′′0 sin 𝛼 cos 𝜃

𝑦′′
0
sin 𝛼 + 𝑧′′0 cos 𝛼 cos 𝜃 + 𝑦0

𝑧′′0 sin 𝜃

] 

های دوران است. دستگاهی که روی صفحه مقطع مخروطی خوابیده ب( یک راه دیگر استفاده از ماتریس

های مناسب و سپس با یک انتقال به دستگاه سه بعدی اصلی تبدیل کنید و با نوشتن دوراناست را با 

  بالا. های دوران مناسب برسید به رابطهماتریس

 گرانشی، مسیر یک جرم با انرژی مثبت یک هذلولی است که کانون جاذبه دانیم برای حالت نیرویمی  -17

سمت راست هذلولی است، یعنی  یکه مسیر جسم، شاخه یعنی اگر فرض کنیمهذلولی همان مبدأ نیروست. 

)مثلاً دو بار هم سمت راست هذلولی است. حال نیروی مرکزی از جنس دافعه مبدأ نیرو در کانون

 از درنظربگیرید.بااستفادهنام(

𝑑2𝑢

𝑑𝜃2
+ 𝑢 = −

𝑓(𝑢)

𝑚ℎ2𝑢2
 

، سمت راست در نظر بگیریم ینشان دهید مسیر جسم یک هذلولی است و اگر مثلاً مسیر جسم را شاخه

 جا باشد.پیدا کنید که مبدأ نیرو باید آن Xای را روی محور نقطه

راست هذلولی باشد، مبدأ نیرو در کانون چپ آن است  ی: آن یکی کانون! یعنی اگر مسیر جسم، شاخهپاسخ

 خیر!ه نجواب کانون سمت چپ را در معادله بگذارید و این جواب را تأیید کنید! نکنید! که زرنگی  نه راست!

 بگیرید و بعد نشان دهید این نقطه همان کانون چپی است. Xای دلخواه را روی محور باید نقطهشما 

 اثبات کنید: 9با دقت به مسئله  -18

∫cosh2 𝛽  𝑑𝛽 =
sinh(2𝛽)

4
+
𝛽

2
 

∫sinh2 𝛽  𝑑𝛽 =
sinh(2𝛽)

4
−
𝛽

2
 

 با استفاده از معادله دکارتی بیضی:الف(  -19

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 

و مقایسه یک نقطه روی بیضی و یک نقطه روی دایره و هر دو با  𝑎و معادله دکارتی یک دایره به شعاع 

𝑥 برسید به چیزی که در متن داشتیم: برابر 

𝐺𝑃

𝐺𝑄
=
𝑏

𝑎
 

 بالا برسید. یو هذلولی کمکی آن انجام دهید و به نتیجه خواهب( همین کار را برای هذلولی دل

* 



97 

 

گیری و دو، استفاده ج( اگر بخواهیم مساحت بیضی را حساب کنیم لااقل دو روش وجود دارد. یک انتگرال

گیری و هم به روشی که در متن، مساحت قطاعی از بیضی با استفاده از بالا. هم به روش انتگرال  هطاز راب

 حساب شد، این کار را برای کل بیضی انجام دهید و برسید به مساحت بیضی:رابطه بالا 

𝐴بیضی = 𝜋𝑎𝑏 

 د( به سادگی با استفاده از مطالب قبلی روابط مفید زیر را نشان دهید:

بیضی {
𝑥 = 𝑎 cos𝐸
𝑦 = 𝑏 sin𝐸

 

هذلولی {
𝑥 = 𝑎 cosh𝐸
𝑦 = 𝑏 sinh𝐸

 

شود بین این کنیم، یک قطاعی تشکیل میای روی محیط بیضی وصل ه(اگر از مرکز بیضی خطی به نقطه

قطر بزرگ. نشان دهید مساحت این قطاع برای بیضی و هذلولی برابر است باخط و نیم
𝑎𝑏

2
𝐸 آیا این .

 مطلب در حالت دایره برای شما ملموس است؟

چه  بدیل بهدایره کمکی برای بیضی تبا استفاده از این استدلال که گفتیم سهمی یک بیضی است، بگویید  -02

 شود برای سهمی؟می

 معادله نمایی:ازراه

tan
𝐸

2
= √

1 − 𝑒

1 + 𝑒
tan

𝜃

2
 

تان ؟ آیا این با شهود هندسیگیریدیای مکه مربوط به بیضی است برای سهمی استفاده کنید! چه نتیجه

ه باید کمکی)!( تعریف کنیم پس چگون چیزیممکن است بپرسید که برای سهمی اگر نتوانیم  سازگار است؟

معادله زاویه زمان را حل کرد؟ در جواب باید گفت که غفلت نکنید! در معادله سهمی زاویه آنومالی واقعی 

 ای مثل بیضی کمکی نیست.آید و نیاز به چیز واسطهمستقیماً بر حسب زمان به دست می

 ازتفادهاسبا -01

tanh
𝐸

2
= √

𝑒 − 1

𝑒 + 1
tan

𝜃

2
 

 دقت کنید( 11مسئله  را به ازای خروج از مرکزی مشخص بیابید. )به 𝜃و  𝐸تغییرات  یالف( بازه

 زاویه بین دو مجانب هذلولی برسید.ب( با استفاده از فرمول بالا به 

درپی هم به طور عددی و هم تئوری اثبات کنید که برای هذلولی نمیالف( با استفاده از روش جانشانی پی -00

 توانیم با این روش به جواب معادله 

𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 
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 توان از روش هندسی به جواب رسید یا خیر؟بیان کنید که آیا می 11چنین با دقت به مسئله برسیم. هم

 پیدا کنید که برای سهمی: 𝜃 ای برایبا استفاده از شرط گفته شده در روش جانشانی، بازه ب(                

𝑀 = tan
𝜃

2
+
1

3
tan3

𝜃

2
 

 گذاری جواب خود را چک کنید.بتوانیم از روش جانشانی استفاده کنیم. هم چنین با استفاده از عدد           

   .درجه +92تا  -92بین   :پاسخ             

 ج( با استفاده از جوابی که بالا به دست آوردید اثبات کنید که:              

−
4

3
< 𝑀 <

4

3
 

 

                

 

 

𝑥نشان دهید توابع و معادلاتی به شکل  -03 = 𝑓(𝑥)  وجود دارند که فقط یک ریشه ندارند و بیان کنید که

 چرا این معادلات ممکن است چند ریشه داشته باشند.

 نمایی: از روش هندسی استفاده کنید.راه

های بالاتر نگه داشتیم نگرانید که مرتبه 𝛿اگر در روش جانشانی که ما تابع را فقط تا مرتبه یک الف(   -04

نظر کنیم چیز را تا مرتبه دو نگه داریم و مرتبه بالاتر از دو را صرفتأثیر دارند یا خیر، اثبات کنید که اگر همه

 رسیم به:می !(زنیمرا می)=(  یبار دکمه nامِ جانشانی )یعنی وقتی nبرای بار 

𝑥 = 𝑥0 + 𝛿 (𝑓
′(𝑥0))

𝑛
+
1

2
𝛿2𝑓′′(𝑥0) ∑  (𝑓′(𝑥0))

𝑖
2𝑛−2

𝑖=𝑛−1

 

آن را  یمعادلهبر خوردیم و خواستیم سهمی  ای به یککند، چرا که اگر در مسئلهکمکمان میی بالا خیلی رابطه

از روش جانشانی استفاده کنیم و  𝜃توانیم برای تعیین دقیقِ ی بالا صادق بود، یعنی میدر بازه Mحل کنیم، اگر 

 گرنه خیر.

 توان برای معادله کپلر بیضی از روش جانشانی استفاده کرد؟آیا مید( مضمون سؤالی که در متن مطرح شد:  

 

* 
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Lecture 3: Solving Equations Using Fixed Point Iterations 

 

سهموی درست شود. قسمت بیرون رویه  یتابانیم تا یک رویهاش میالف( یک سهمی را حول محور اصلی -05

دسته پرتو موازی نور و موازی محور اصلی، به سهموی  کنیم تا داخل مانند آینه عمل کند.را نقره اندود می

استفاده کنند. با های برابر را طی میهای نور مسافتتوان نتیجه گرفت که پرتوتابانیم. طبق اصل فرما میمی

 شوند.از این ثابت کنید که نورها در کانون سهمی جمع می

کنیم منتها این دفعه لزومی ندارد که دسته پرتوهای موازی در کانون ب( همین کار را برای یک هذلولی می

 با هم جمع شوند. دسته پرتوهایی را پیدا کنید که در کانون، کانونی شوند.

 چه بود؟ "است!؟ آیا هذلولی یک بیضی"نمایی: راه

هم نشان دهید اگر در یک کانون منبع نوری داشته گون که سطح داخلش آینه است ج( برای یک بیضی

 شوند.شوند و در آن یکی کنون جمع میباشید، نورها از سطوح بازتاب می

 ی زیر داریم:رض کنید یک بیضی به معادلهف -06

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 

 داریم:و فرض کنید یک خط به معادله زیر 

𝑦 = 𝑚𝑥 + ℎ 

 با فرض این که خط بالا به بیضی مماس است، نشان دهید:الف( 

ℎ2 = 𝑚2𝑎2 + 𝑏2 

 زیر نوشت: یتوان به صورت سادهب( هم چنین نشان دهید معادله خط مماس را می

𝑥𝑥0
𝑎2

+
𝑦𝑦0
𝑏2

= 1 

 مماسند. یمختصات نقطه 𝑦0و  𝑥0که در آن 

 ای به معادلهبرای سهمی

میل به  nدر رابطه بالا قبلاً اثبات کرده بودیم که طبق شرط مناسبی که انتخاب کرده بودیم، برای 

ود نشان دهید که همان شرط کافیست که مرتبه دو هم صفر شود. تا شمرتبه اول صفر می نهایتبی

های بالاتر مسئله نیست چون که مرتبه یشود ولی این همهجا فهمیدیم که تا مرتبه دو صفر میاین 

مندان شود. علاقهصفر می ی غیر صفر،هاتوان نشان داد که تمام مرتبههم هستند. در حالت کلی می

 د:کنن مراجعهو مشاهده مطالب دیگر  توانند به متن زیر برای مشاهده اثبات ساده ریاضی آن می

 

 

 

http://pages.cs.wisc.edu/~amos/412/lecture-notes/lecture03.pdf
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𝑦 =
𝑥2

4𝑝
 

 نشان دهیدج( 

ℎ2 = 𝑝2𝑚4 

 شود:د( نشان دهید معادله خط مماس به صورت زیر می

𝑦 − 𝑦0 =
𝑥0(𝑥 − 𝑥0)

2𝑝
 

 :یای را در نظر بگیرید به معادلهحال هذلولی

𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1 

 ه( نشان دهید

ℎ2 = 𝑚2𝑎2 − 𝑏2 

 خط مماس: یو( برسید به معادله

𝑥𝑥0
𝑎2

−
𝑦𝑦0
𝑏2

= 1 

 

 

 کنید:استفاده از سؤال بالا حل با 

  طول ضلع مربع محیط به بیضی به معادله زیر را بیابید. -07

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 

 )از مجموعه سؤالات آقای صدرا صدرالدینی(

نقطه مماس باشند.سپس دستگاهی که بیضی  4ط به بیضی را رسم کنید که در یراهنمایی: )در ابتدا مربع مح

 ن از خاصیت خط مماس استفاده کنید(بعد از آ شود بکشید وی بالا مشخص میدر ان دستگاه با معادله

08-  

 ωدرجه در نظر بگیرید.طول حضیض این سیستم)مدار نسبی(  92یک سیستم دوتایی با میل مداری 

ی ی همدم نسبت به ستارهکند و مسیر حرکت ستارهباشد.ناظری در زمین این سیستم را بررسی میمی

کند به طوری که طول این خط را نیم خواهد بود رسم مین بر روی خط مستقیمی آمرکزی را که حرکت 

اطول  محورگیری نیمخطای نسبی این ناظر را در اندازه گیرد.ر میظمحور بزرگ ستاره در نای نیمقطر زاویه

 )از مجموعه سؤالات استاد نیما چرتاب سلطانی( بیابید.
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دارد یعنی اگر بر  ωبیند. اینکه مدار خط میدرجه یعنی ناطر مدار را به شکل  92راهنمایی: )میل مداری 

فکر کنید  ن با خودبعد از آ درجه با راستای ناظر تفاوت دارد. ωروی کانون بیضی بنشینید راستای حضیض 

 ورده شده فکر کنید.(ی به دست آبیند و به رابطهمی ای را به عنوان نیم قطر بزرگکه ناظر چه فاصله

09-  

ی بین زمین و راستای حضیض مدار شعاع یک واحد نجومی در نظر بگیرید.زاویه ای بامدار زمین را دایره

باشد در این لحظه بیشترین کشیدگی شرقی و غربی ممکن از دید درجه می 102عطارد از دید خورشید 

 )از مجموعه سؤالات استاد نیما چرتاب سلطانی( زمین چند درجه است؟

 ن دو خط را بیابید وشوند آبا دو خط مماس تعریف می بی)بیشترین کشیدگی شرقی یا غر راهنمایی:

 (وریدعادلاتی که در دست دارید به دست آها را با استفاده از منمشخصات آ

یک روابط بین تمام توابع مثلثاتی را با توابع هایپربول و توابع هایپربولیک با استفاده از قضیه اویلرالف(   -32

 شوند( 𝑖در یعنی زوایا ضربمتناظرشان در فضای موهومی به دست آورید )

 یرابطهب( 

tan
𝐸

2
= √

1 − 𝑒

1 + 𝑒
tan

𝜃

2
 

 هذلولی برسید؟ متناظر برای توانید در فضای موهومی به معادلهرا چک کنید ببینید می

های مختلف توابع نمایی و سینوس و کسینوس و معکوس گیریهای مرتبهتیلور و مشتق با استفاده از بسط  -31

 تانژانت را به دست آورید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ای را بیابید.های مختلف بسط دو جملههای مرتبهگیریقمشتبا استفاده از بسط تیلور و    -30

 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+
𝑥4

4!
+
𝑥5

5!
+ ⋯ 

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
−
𝑥7

7!
+ ⋯ 

cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
−
𝑥6

6!
+ ⋯ 

tan−1 𝑥 = 𝑥 −
1

3
𝑥3 +⋯ 
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(1 + 𝑥)𝑛 = 1 + 𝑛𝑥 +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑥2 +

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
𝑥3 +⋯ 

با نوشتن معادلات و  Xو یک نقطه روی محور  XYصفحه در  Xبا کشیدن یک خط عمودی بر محور   -33

 استفاده از این تعریف مقطع مخروطی:

باشد،  eها با خط برابر ی آنها با نقطه به فاصلهی آنمکان هندسی نقاطی از صفحه که نسبت فاصله

 سازد.را می eمقطع مخروطی با خروج از مرکز 

 مستقیماً به معادلات دکارتی مقاطع مخروطی برسید.

 

 اشته باشد()این قسمت اختیاری است و شاید برای المپیاد خیلی ضرورت ند مخروط مایل! -34

هایی هم های راست کردیم ولی گفتیم در حالت کلی مخروطدر طول متن توجه خود را معطوف به مخروط

گذاریم( وجود دارند که حاصل از وصل کردن یک نقطه در فضا به تمام نقاط )که ما نامشان را مایل می

 ها آشنا شویم.محیط یک دایره است.در این قسمت قرار است کمی با آن

یک مخروط مایل را در سه بعد به دست آوریم. برای این منظور یک دایره  یهخواهیم معادلالف( در ابتدا می

موازی باشد و مرکز دایره در مختصات  XYیرا طوری در نظر بگیرید که صفحه دایره با صفحه

(0, 𝑦0, 𝑧0) .یکنید و معادلهای دلخواه روی محیط دایره خطی وصل از مبدأ مختصات به نقطه باشد 

ای به دست آورید که تمام خطوطی که از مبدأ به تمام نقاط دایره این خط را بنویسید. حال سعی کنید معادله

  شود معادله سطح مخروط مایل در سه بعد.شوند را توصیف کند. این معادله میوصل می

است و  XYقاعده موازی به صفحه  یرض کنیم رأس مخروط مایل در مبدأ است و دایره: اگر فپاسخ

,0)مرکزش در مختصات  𝑦0, 𝑧0)  است و شعاعش برابر𝑅 شود:است، آن گاه معادله مخروط مایل می 

(𝑦 −
𝑦0
𝑧0
𝑧)

2

= 𝑥2 (
𝑅2𝑧2

𝑧0
2𝑥2

− 1) 

 هم چنین در حالت مخروط راست آن را چک کنید. سعی کنید معادله بالا را حتماً به دست آورید.

مشخصی دارد. این صفحه را با مخروط قطع دهید.  zای افقی دلخواه را در نظر بگیرید که ب( حال صفحه

 شود؟ آیا جز یک دایره!؟شکل حاصل چه می

این شکل یک مخروط مایل  را در نظر بگیرید. مقابلشکل ج(

به روشیک دایره داریم.  Pاست به طوری که در صفحه 

𝛼شود که اگر های مختلفی اثبات می = δ  و𝛽 = γ  آن

هم یک دایره خواهد بود.  Qگاه مقطع حاصل شده در صفحه 

های زیبایی دارد ولی شما هم سعی کنید آن را با روش اثبات

** 
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ها تسطیح یهید طولانی شود. این مطلب در مسئلگرچه شا اثبات کنید، و قطع دادن صفحه با مخروط بالا

نوان مخروط مایل به عقصد بررسی مفصل تسطیح را نداریم به  خیلی مفید است ولی از آن جایی که فعلاً 

 )به آخر مسأله نگاه شود(* نویسیم.می اش رامعادلهکنیم و صرفاً مخروط نگاه مییک 

 دهیم. کمی شکل تسطیح را بیشتر مورد بررسی قرار می ،برای آشنایی

در آن یک دایره روی کره است(،  (𝐶1اگر دقت کنید در این شکل که د( شکل زیر را در نظر بگیرید.

یا اسطرلابی تسطیح است یک مخروط مایل است. در روش  Oمخروطی که داخل کره است و رأسش 

stereographic ینقاط روی کره را به نحوی خاص روی صفحه ما می خواهیم همه H تصویر کنیم .

کنیم و ادامه وصل می تصویرش کنیمخواهیم ای که میبه نقطه Oی خاص به این گونه است که از نحوه

دهیم تا در محل تصویرش می

را قطع کند. آیا حال که  Hصفحه 

𝐶1  ای روی کره است اگر دایره

 𝐶2به این روش تسطیحش کنیم 

 هم یک دایره است؟

نمایی: از قسمت ج کمک راه

 بگیرید.

ه( اگر در قسمت ج نتوانستید 

موضوع خواسته شده را اثبات کنید 

نقاط  یاگر معادله شود. آیاشهودتان روی قضیه بیشتر میل بالا و استفاده از روش تسطیح احتمالاً با شک

 رسید؟ امتحان کنید.بنویسید به معادله دایره می Hرا در صفحه  𝐶1تسطیح شده از 

 هم هست.و( و اما تسطیح اسطرلابی مزیت دیگری هم دارد و این که غیر از حافظ دایره بودن، حافظ زاویه 

خواه روی سطح کره و سپس تسطیح آن نشان دهید. برای خاطر جمع ای دلاین مطب را با کشیدن زاویه

 و ببینید آیا این مطلب درست است.درجه را روی کره بگیرید  92ای خاص مثلاً شدن زاویه

اگر محور آن را ! مخروط راست مخروطی بود که گردیمباز می و بعد کشیم بیرونز( حالا از تسطیح می

شد. حال دادیم، یک دایره تشکیل میای افقی با مخروط قطع میگرفتیم و در این حالت صفحهعمودی می

کند، یعنی اگر محور مخروطی را در نظر بگیرید که زاویه نیم رأس  آن ثابت نیست و یک بیضی را طی می

 تشکیل خواهد شد. مقدار بزرگترین آن را عمودی بگیریم و یک صفحه افقی با آن قطع دهیم یک بیضی

. مطابق روشی که در نامیممی 𝛽و کوچکترین زاویه نیم رأس مخروط را  𝛼زاویه نیم رأس مخروط را 

سازد را با این مخروط قطع می 𝜃ای که با افق زاویه داشتیم بیان کنید اگر صفحه "یافت تحلیلیره"قسمت 
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ای که تشکیل شود و این که دایرهحالتی خاص دایره تشکیل می افتد. نشان دهید دردهیم چه اتفاقی می

از کجا مخروط را قطع کند و از چپ  مشخص را داشته باشد و بس! به این که صفحه  𝜃ِشود باید آن می

 است. 𝜃تابع  قطع کند یا از راست، ربطی ندارد و فقط 

 خواهیم با استفاده از قسمت بالا ادعایی کنیم:حال می ح(

 مقطعش بیضوی است نه دایروی. مخروط مایل چیزی از سنخ مخروطی است که در قسمت )ز( توصیف شد. یعنی

یافت ره"ای مناسب با مخروط مایل و استفاده از شگردی که در قسمت مطلب بالا را با قطع دادن صفحه

مناسبمان  dحهای مناسب یعنی چه؟ برای مخروط راست صفنشان دهید. صفحه اشاره کردیم، "تحلیلی

مناسب را انتخاب کنید و نشان  شد. سعی کنید صفحهای مییک صفحه افقی بود که در آن شکل دایره

 دهید که شکل حاصل بیضی است.

خورد؟ این که بفهمیم مخروط مایل یک مخروطی است که مقطعش و اما مطلب بالا به چه درد ما می

 کنیم.مطرح میبیضوی است چه سودی دارد؟ برایش دو فایده 

 فایده اول:

ط(در قسمت )ج( و )ه( از شما خواسته شده بود حافظ دایره بودن مخروط مایل به روش تسطیح اسطرلابی 

ای با مخروط مایل قطع دهیم، را اثبات کنید. از طرفی در قسمت )ز( خواسته شد که نشان دهید اگر صفحه

ن صفحه با محور مخروط بستگی دارد)محور یه آشود یا خیر فقط به زاواین که شکل حاصل دایره می

ه نشان دهید زاویکنیم(. مخروط را نیم ساز رأس مخروط در شکلی که در قسمت )ج( کشیده شده تعریف می

گیرید؟ آیا غیر در شکل قسمت )ج( با محور مخروط برابر است. از این حرف چه نتیجه می Qو  Pصفحه 

هم دایره خواهد بود. بدین ترتیب  Qدایره بود، شکل حاصل در  Pاز این که اگر شکل حاصل در صفحه 

 شود.حافظ دایره بودن اثبات می

 فایده دوم:

 برای این فایده ابتدا این مقدمه را نگاه کنید.

بینیم چون ای دایروی نگاه کنیم آن را بیضی شکل میگفته بودیم که اگر از دور به سکه 3در مسأله ی( 

را قطع کند  ای این استوانهکنیم مثل یک استوانه است و اگر دایرهچون از دور نگاه میکه راستای دید ما 

تواند دقیقاً محیط ای با مقطع بیضوی وجود دارد که می)به عبارت دیگر استوانه استشکل حاصل بیضی 

سکه روی سطح استوانه هم  یرا قطع کند به این معنی که تمام نقاط روی محیط دایره دایروی یسکه

ای گوییم چون برای هر دایره چنین استوانهباشند و چون که انتظار داریم رفتار یکتایی مشاهده کنیم می

. ولی اگر از بینیم(دور به صورت کج نگاه کنیم آن را بیضی می یوجود دارد پس اگر به یک دایره از فاصله

هت است؟ ممکن است بگویید از نزدیک که نگاه کنیم دید ما نزدیک نگاه کنیم باز هم مطلب به این بدا



115 

 

ای مخروط را قطع کند بیضی تشکیل می شود. ولی مخروط دید شما لزوماً یک مخروط است و اگر صفحه

راست نیست که بتواند به راحتی برایش این نتیجه را بگیرید. نشان دهید در حالت کلی مخروط دید شما 

اه اگر کج نگ در هر حالتی چه دور چه نزدیک فاده از قسمت )ح( نتیجه بگیریدمخروط مایل است و با است

 بینید.ای شما یک بیضی میاز یک سکه دایره نه عمود، کنید

 کنند.های دور مخروط مایل و راست و استوانه به هم میل میهک( نشان دهید در فاصل

برای بیضی نیست. این که توانستیم نشان دهیم مقطع مخروط ل( مطالب گفته شده برای مخروط مایل فقط 

ای که با مخروط نشان دهید که برحسب زاویه صفحهمایل یک بیضی است کارمان را خیلی راحت کرد. 

 توان هر سه نوع مقطع مخروطی را داشت.دهیم نسبت به افق میمایل قطعش می

 

 های هندسیو اثبات با مقاطع مخروطی و مخروط مایل مندان به این موضوع و آشنایی بیشترقه* برای علا

 گردد:کتاب زیر پیشنهاد می

                                 CAMBRIDGE MATHEMATICAL SERIES  

CONIC SECTIONS 

                                        GEORGE BELL & SONS 
LONDON: YORK STREET, COVENT GARDEN 

                                           AND NEW YORK, 66, FIFTH AVENUE                                                                                                        

CAMBRIDGE: DEIGHTON, BELL & CO.                                               
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سری سؤالات مکانیکِ استاد حمیدرضا اکبری که از  "زمان در مدار"های بخش ه بعد سؤالجا بیناز ا

 قرار دادیم. با کسب اجازه وبلاگشان هم قابل دریافت است را
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 یارایانهمسائل *

 مجهول را حل کند. nمعادله  nای بنویسید که دستگاه برنامهالف(  -1

 توسط استاد حمیدرضا اکبری: 0215دوره تیم جهانی  سماوی تمرین مکانیکب( 

نقاط زیر روی یک مقطع مخروطی قرار دارند. خروج از مرکز و نیم قطر بزرگ این مقطع مخروطی را 

 بیابید.

𝐴 = (
6.9744
1.2963
8.2072

)       𝐵 = (
4.5288
6.1695
−0.5979

)      𝐶 = (
3.6065
−2.6454
8.7718

)     

 𝐷 = (
−2.7353
−3.6918
2.2396

)      𝐸 = (
6.5664
0.6178
8.5150

)  

𝑎: پاسخ = 𝑒و  7 = 0.313 

برای هذلولی نداریم  𝑇ی در متن وقتی به بررسی هذلولی در مکانیک رسیدیم گفتیم که شهودی رو -0

 ولی بد نیست که برای تمرین سعی کنیم روابطی ولو نامعلوم بیابیم. 

 زیر را بدهد: یمشخص، جواب معادله 𝑀و  𝑒ای بنویسید که به ازای الف( برنامه

𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 = 𝑀 

𝑡را تشخیص دهیم، بنابراین در زمان  𝑇خواهیم خصوصیات می = 𝑇  داریم𝑀 = 2𝜋 پس با .

 یاز مرکز مشخص، جوابی که از معادلهداشتن خروج 

𝑒 sinh𝐸 − 𝐸 = 2𝜋 

 کنیم.اش خواهیم بررسیای است که میآید مربوط به همان نقطهبه دست می

 𝑒برحسب آید( را )که از معادله بالا به دست می 𝐸های مختلف، نمودار ب( به ازای خروج از مرکز

 بکشید.

 :پاسخ

 

 

 

 

 

 

𝐸
شه

 ری
ی

 

𝑒 
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 t=Tهنچاری خروج از مرکزیِ نهایت، بیبینیم که در شکل، با افزایش خروج از مرکز به سمت بیمی

 .کندهنجاری واقعی به صفر میل میبیکند و یعنی عملاً به صفر میل می

کند. رأس هذلولی شروع به حرکت می یاز نقطه t=0ج( فرض کنید جسمی در مدار هذلولوی در 

خروج از مرکزهای متفاوتی در نظر بگیرید. آیا اینکه وقتی خروج از  های برابر و𝑎 های مختلفی بامدار

کند به منزلهبه صفر میل می t=Tهنجاری خروج از مرکزیِ نقطه کند، بینهایت میل میمرکز به بی

به صفر میل کند؟ اگر هست  t=Tتا  t=0این هم هست که مساحت جاروب شده توسط جسم از  

 این را داشته باشید!

 پارادوکس!

 دانیم کهطبق قانون دوم کپلر می

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=
ℎ

2
  ⟹   𝐴 =

ℎ𝑡

2
=
√𝐺𝑀𝑎(𝑒2 − 1)

2
𝑡 

 ثابت است داریم: 𝑎چون به ازای مدارهای مختلف 

𝐴(𝑡 = 𝑇) = 𝐶√(𝑒2 − 1)𝑇 

 ای که قبلاً تعریف کرده بودیم برابر بود با:𝑇یک ثابت است. از طرفی  𝐶که در آن 

𝑇 ≔
2𝜋

√
𝐺𝑀
𝑎3

 

حال، هر چه خروج  هایمان یکیست.هذلولی یهم برای همه 𝑇بستگی دارد پس  𝑎و بنابراین فقط به  

، آیا این در تناقض با آن چیزی نیست که در شودد شود، مساحت جاروب شده هم زیاد میاز مرکز زیا

 کردید؟ اشکال کار در کجاست؟اول کار شاید به صورت شهودی احساس می
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 اللّهم    صلّ    علی    محمّد   و   آل   محمّد   و   عجل   فرجهم

 و  الحمد  الله   رب  العالمین 


