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گیریم که در فاصله در نظر می 𝑑𝑀گیریم. عنصری دایروی به جرم اثر زاویه داشتن جهت دید را در نظر نمی -1

𝑟  :تحت مدار دایروی در حال سقوط روی خورشید است. انرژی این عنصر برابر است با 

𝑑𝐸 = −
𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛𝑑𝑀

2𝑟
 

 میزان تغییر انرژی بر حسب زمان به صورت زیر است:

�̇� = −
𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛
2

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑑𝑀

𝑟
) 

ها تماماً روی خورشید سقوط کند و همان تکه جرم در همه زماندر طول زمان تغییر نمی 𝑑𝑀دانیم جرم می

 شود.کند لذا از مشتق بیرون کشیده میمی

�̇� =
𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛(𝑑𝑀)

2𝑟2
�̇� =

𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛�̇�

2𝑟2
𝑑𝑟 

تابش  با میزان انرژیحال اگر تعادل گرمایی داشته باشیم میزان انرژی از دست رفته باید برابر 

 شده باشد.

�̇� = 𝛿𝐿 = 2𝑑𝐴 𝜎𝑇4 
است لذا در دو  𝑑𝐴شود یک سطح رویی و یک سطح زیر که مساحت هر کدام تابش از تمام سطح انجام می

 شود.ضرب می

�̇� = 2(2𝜋𝑟 𝑑𝑟)𝜎𝑇4 = 4𝜋𝑟𝜎𝑇4 𝑑𝑟 =
𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛�̇�

2𝑟2
𝑑𝑟 

 پس

𝑇 = (
𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛�̇�

8𝜋𝜎𝑟3
)

1
4

 

90طور که مسأله گفته با زاویه گیریم. اگر هماندر نظر می 𝑟0ای به شعاع دایره یک مدار − 𝛽  نسبت به

قطر است و نیم 𝑟0خط عمود بر دایره به آن نگاه کنیم آن را یک بیضی خواهیم دید که نیم قطر بزرگش همان 

𝑟0کوچکش  sin 𝛽 اگر راستای زاویه سمت را طوری تعریف کنیم که است .𝜙 = قطر مان راستای نیمه 0

 پیدا کنیم. 𝜙ای در محیط بیضی را بر حسب بزرگ باشد باید بتوانیم فاصله مرکز بیضی تا نقطه
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𝑟2 cos2𝜙

𝑟0
2 +

𝑟2 sin2𝜙

𝑟0
2 sin2 𝛽

= 1 ⇒ 𝑟0 = 𝑟(𝜙)√cos
2𝜙 +

sin2𝜙

sin2 𝛽
 

𝑇 = (
𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛�̇�

8𝜋𝜎𝑟0
3 )

1
4

=

(

 
 𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛�̇�

8𝜋𝜎𝑟3  (cos2 𝜙 +
sin2𝜙
sin2 𝛽

)

3
2

)

 
 

1
4

 

 طور که در سؤال گفته شد:همان 𝛼با تعریف 

𝑟 = 𝛼𝑑 
 در نهایت

𝑇 =

(

 
 𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛�̇�

8𝜋𝜎𝛼3𝑑3  (cos2𝜙 +
sin2𝜙
sin2 𝛽

)

3
2

)

 
 

1
4

 

 

آن سه شهری که باید ستاره مورد نظر را در یک ارتفاع ببینند قطعاً باید روی یک دایره صغیره باشند چرا که  -2

 .ی خاص در یک ارتفاع باشند یک دایره صغیره استها یک نقطهدید آن مکان هندسی نقاطی روی کره که از

و هر دایره صغیره خودش به نمایندگی از یک صفحه  گذردجایی که از سه نقطه فقط یک دایره صغیره میاز آن

ا جصفحه بودن برآورده شود. پس تا اینره باشد تا شرط هم ین دایره صغاست نقطه چهارم به ناچار باید روی آ

 فهمیدیم چهار نقطه باید روی یک دایره صغیره باشند. حال باید شعاع دایره صغیره را بیابیم.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 از شکل داریم

𝜃 = 180 − (90 + 20) = 70° 

 نمره 5

 نمره 5

 نمره 8



کنیم، چهار اند. از قطب این دایره صغیره به چهار نقطه وصل میدانیم چهار نقطه روی دایره صغیرهحال می

ه از شهرها ای کای دو به دو متوالی بین شهرها )یعنی اضلاع چهار ضلعیشود. اگر فاصله زاویهتشکیل میمثلث 

 𝛾گذرند را ها که از قطب دایره صغیره میو زاویه رأسی از آن مثلث گذاری کنیمنام 𝜂4تا  𝜂1گذرد( را از می

 ها داریمبنامیم از فرمول کسینوس

𝛾𝑖 = cos
−1 (

cos 𝜂𝑖 − cos
2 70

sin2 70
) 

 در یک حالت که قطب دایره صغیره داخل چهار ضلعی بیفتد.از طرفی واضح است که چهار ضلعی بسته است 

 ها باید یک دور کامل شود: 𝛾𝑖جمع 

cos−1 (
cos 𝜂1 − cos

2 70

sin2 70
) + cos−1 (

cos 𝜂2 − cos
2 70

sin2 70
)

+ cos−1 (
cos 𝜂3 − cos

2 70

sin2 70
)

+ cos−1 (
cos 𝜂4 − cos

2 70

sin2 70
) = 360 

 

 شودمی 2و  1بر حسب طول و عرض جغرافیایی دو شهر فرضی  𝜂حال خود 

cos 𝜂12 = sin𝜙1 sin𝜙2 + cos𝜙1 cos𝜙2 cos(𝜆2 − 𝜆1) 
گیریم. اگر اضلاع چهار ضلعی در ها را در نظر میپس ابتدا چهار شهر را که داریم چهار ضلعی گذرنده از آن

رد. حالتی دیگر این است که هر چهار رأس مسأله را برآورد کتوان شرایط گاه میکردند آنشرط بالا صدق می

شود می °360ها کمتر از 𝛾روی دایره صغیره باشند ولی قطب درون چهارضلعی نیفتد. در این حالت جمع 

ای که به دست آوردیم برقرار باشد مسأله حل است ولی این دانیم که اگر شرط قبلی)چرا؟( ولی لااقل این را می

ها نیست چون فقط حالتی را در نظر گرفتیم که قطب درون چهارضلعی بیفتد. ولی به هر حال یک طتمام شر

 حالت مسأله هست.

 

 𝑖را تعیین کنیم. اگر فرض کنیم در حالت کلی زاویه خط عمود بر کهکشان با راستای دید  𝐼0ابتدا باید الف(  -3

بینیم در واقع مساحت واقعی آن عنصر سطح است سطحی از کهکشان می گاه مساحتی که ما از عنصرباشد آن

cosدر ضرب 𝑖کنیم فاصله ما تا کهکشان برابر . فرض می𝑑  باشد. آن گاه مساحت معادل یک ثانیه قوسی

مربع ظاهری از کهکشان در واقع مساحت واقعیِ برابر با 
𝑑2(

1

206265
)
2

cos 𝑖
روی سطح کهکشان  

بینیم. روشنایی متناظر با این قدر می 25سی مربع مرکز کهکشان قدر است. از یک ثانیه قو

 نامیممی 𝑥را 

20 − (−26.7) = −2.5 log10 (
𝑥

𝑏𝑠𝑢𝑛
) ⟹ 𝑥 ≈ 2.01 × 10−19𝑏𝑠𝑢𝑛 

 ولی داریم
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𝑥 =
𝐿0
4𝜋𝑑2

 

 فاصله ما تا کهکشان. پس 𝑑درخشندگی ناحیه مرکزی است و  𝐿0که 

𝐿0 ≈ 2.01 × 10
−19 (

𝑑

1𝐴𝑢
)
2

𝐿𝑠𝑢𝑛 

𝐼0 درخشندگی بر احد سطح واقعی کهکشان در مرکز است پس 

𝐼0 =
𝐿0

𝑑2 (
1

206265
)
2

cos 𝑖

≈ 2.01 × 10−19 cos 𝑖  (
206265

1.5 × 1011𝑚
)
2

𝐿𝑠𝑢𝑛 

 پردازیم:یافتیم به درخشندگی کل می را حال که درخشندگی سطحی مرکزی

𝐿𝑡𝑜𝑡 = ∫ 𝐼0 2𝜋𝑟 𝑒
− 
𝑟
𝑟∗  𝑑𝑟

∞

0

= 2𝜋𝐼0𝑟∗
2

= 2𝜋 × 2.01 × 10−19 cos 𝑖 (206265)4

× 35002 𝐿𝑠𝑢𝑛 
رعت مدل نمایی است و به س نهایت گرفتیم مگر اینکه خلافش ذکر شود.بینیم شعاع را تا بیطور که میهمان

 کند.کاهش پیدا می

𝑀𝑡𝑜𝑡 = 4.72 − 2.5 log10(2𝜋 × 2.01 × 10
−19 cos 𝑖 (206265)4 × 35002) 

 داریم: 𝑖با جایگذاری مقدارِ 

𝑀𝑡𝑜𝑡 ≈ −21.28 
 یابیماز مدول فاصله قدر ظاهری را می

𝑚𝑡𝑜𝑡 ≈ 12.21 
 ها خورشید گونند. پس تقسیمی ساده داریم:دانیم تمام ستارهب( درخشندگی کل کهکشان را یافتیم و می

𝑁 ≈ 2𝜋 × 2.01 × 10−19 cos 𝑖 (206265)4 × 35002

≈ 2.52 ×  ستاره 1010

 گیریم. کهکشان نداریم. ماده تاریک هم در نظر می ج( واضح است که فقط جرم روشن داخل

𝑣2

𝑟
=
𝐺𝑀

𝑟2
⟹ 𝑣 = √

𝐺𝑀

𝑟
 

2Δ𝜆

𝜆
=
2

𝑐
√
𝐺𝑀

𝑟
sin 30 ⇒

0.2𝑚𝑚

21𝑐𝑚
=
2

𝑐
√
𝐺𝑀

10 𝑘𝑝𝑐
sin 30

⟹ 𝑀 ≈ 1.90 × 1011𝑀𝑠𝑢𝑛  
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ما  شوند وکنند و یک سری دور میها به سمت ما حرکت میضریب دو به خاطر این است که یک سری ستاره

 بینیم. پسها را میکنیم هر دوی اینکهکشان را که به عنوان یک جسم نگاه می

𝑀

𝐿
≈
1.90 × 1011

2.52 × 1010
(
𝑀𝑠𝑢𝑛
𝐿𝑠𝑢𝑛

) ≈ 7.54 
𝑀𝑠𝑢𝑛
𝐿𝑠𝑢𝑛

 

 

 

 

 د، نقاط دور دستذرات غبار به بیرون منظومه شمسی و فواصل دور هدایت شو قرار است که سرانجامبرای این -4

کنیم. جایی که دما بسیار پایین است به طوری که فشار گاز کامل )توان یک از دما( را نسبت به را بررسی می

فشار تابش )توان چهار از دما( قابل اغماض باشد. ضمن این که غبار هم کم فشار است. پس در معادله تعادل 

 هیدرواستاتیک فقط نقش جمله تابشی را داریم:

𝑑𝑃

𝑑𝑟
≈
𝑑𝑃𝑟𝑎𝑑
𝑑𝑟

 

𝑑𝐼 = −𝜅𝜌𝐼 𝑑𝑟 
 دانی فشار تابشی عمود بر سطح به صورت زیر استو می 

𝑃𝑟𝑎𝑑 =
𝐼

𝑐
 ⟹ 𝑐 𝑑𝑃𝑟𝑎𝑑 = −𝜅𝜌𝐼 𝑑𝑟 ⟹

𝑑𝑃𝑟𝑎𝑑
𝑑𝑟

= −
𝜅𝜌

𝑐
 𝐼 

گذرد. از تعادل هیدروستاتیک که نشان دهنده تعادل داشتن سیستم ای است که از هر لایه میشار تابشی 𝐼که 

 داریماست 
𝑑𝑃

𝑑𝑟
= −

𝐺𝑀𝜌

𝑟2
 

 که تابش با گرانش در تعادل باشد داریمای حالت حدی

−
𝐺𝑀𝜌

𝑟2
= −

𝜅𝜌

𝑐
 𝐼 

𝐼 رین ترسد. برای این که کل سحابی به بیرون رانده شود یعنی باید پایینشاری است که به لایه موردنظر می

ا دیگر دهیم لذترین لایه انجام میبرای این پایین فعلاً  ها رالایه سحابی هم به بیرون رانده شود پس بررسی

 را تصحیح کنیم 𝐼جذبی سر راهش نبوده و لازم نیست 
𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛
𝑟2

=
𝜅

𝑐

𝐿𝑠𝑢𝑛
4𝜋𝑟2

  

ند لذا کشود و فشار بیشتری وارد میاگر از مقدار فوق بیشتر باشد یعنی جذب بیشتر انجام می 𝜅منطقیست که 

 شودمنظومه شمسی حرکت داریم. پس شرط این طور میبه سمت بیرون 

𝜅 >
4𝜋𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛𝑐

𝐿𝑠𝑢𝑛
 

 های بیرونی و نزدیک کرانه پایانی منظومه شمسی باید اثر کم شدن تابش را اعمال کنیم:لایهو اما برای 

∫
𝑑𝐼

𝐼

𝐼

𝐼0

= −𝜅𝜌∫ 𝑑𝑟
𝑅𝑆𝑜𝑙

𝑅𝑠𝑢𝑛

≈ −𝜅𝜌𝑅𝑆𝑜𝑙 ⟹
𝐺𝑀𝜌

𝑟2
=
𝜅𝜌

𝑐

𝐿𝑠𝑢𝑛
4𝜋𝑟2

𝑒−𝜅𝜌𝑅𝑆𝑜𝑙 

 نمره 4

 نمره 4

 نمره 1
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𝜅 >
4𝜋𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛𝑐

𝐿𝑠𝑢𝑛
𝑒𝜅𝜌𝑅𝑆𝑜𝑙 

𝑦دو تابع  .که ثابت هم هست طوری باشد که در نامساوی بالا صدق کند 𝜅باید  = 𝜅                            و  

𝑦 =
4𝜋𝐺𝑀𝑠𝑢𝑛𝑐

𝐿𝑠𝑢𝑛
𝑒𝜅𝜌𝑅𝑆𝑜𝑙 گیریم. اگر را درنظر می𝜅 طی بالاتر از نمایی هایی یافت شدند که نمودار تابع خ

𝜅شرط قابلیت برآورده شدن را دارد وگرنه خیر. در  قرار گیرند، = که تابع خطی مقدار صفر دارد و تابع  0

نمایی مقداری مثبت و تا اینجا شرط برآورده نیست. از طرفی شیب تابع خطی در مبدأ نمودار برابر یک و در تابع 

شود و دیگر امکان نمودار نمایی با افزایش کدریت زیاد میدانیم شیب است!! می 19500نمایی تقریباً 

های بزرگتر 𝜅شود ولی به ازای برخوردی با نمودار خطی نخواهد بود لذا هیچگاه شرط لایه بیرونی برآورده نمی

خوریم که لایه درونی مایل به شود لذا احتمالاً به حالتی بر میشرط لایه درونی برآورده می 1300از حدود 

 حرکت است و لایه بیرونی خیر و شاید یک شرایط غیر تعادلی پیش بیاید.

 

باشد. بعد از حذف گرانش خورشید  𝛼ی حال زاویه بین مشتری و زمین از دید خورشید کنیم در لحظهفرض می -5

 دهند.سیارات در مسیر خط راست به حرکت خود ادامه می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑟𝐸سال ) یکهای مشتری و زمین بعد از فاصله
𝑟𝐽و  ′

 آوریم:به دست می از خورشید ( را′

 

𝑟𝐸
′ = √𝑟𝐸

2 + 𝑣𝐸
2𝑡2 ≈ 6.34 𝐴𝑢 

𝑟𝐸
′ = √𝑟𝐽

2 + 𝑣𝐽
2𝑡2 ≈ 5.88 𝐴𝑢 
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روش  بیندازیم ازها منفی بودن بازهو ها بنویسیم و خود را در بازیِ مثبت که قانون کسینوسحال به جای این

دانیم بعد از یک سال اگر دور زمین یک دایره به شعاع صدمیلیون کیلومتر بزنیم و کنیم. میهندسی استفاده می

های مختلف مشتری بعد از یک سال جاهای 𝛼شود. از طرفی به ازای مشتری درون آن باشد شرط برآورده می

ای است. پس اگر دایره 𝐴𝑢 5.88ها یک دایره به شعاع حدود گیرد ولی مکان هندسی همه آنمختلفی قرار می

ای به مرکزیت زمین )بعد از یک سال( و شعاع صدمیلیون کیلومتر هدایر 𝐴𝑢 5.88به مرکزیت خورشید و شعاع 

 شود.هایی خاص شرط برآورده می𝛼را در دو نقطه قطع کرد حتماً به ازای 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ای 𝛼ازای هر  چون به 

یک نقطه  دقیقاً 

در شکل  مکان مشتری بعد از یک سال است پس منطقی است که زاویه قطاع کشیده شده 

Δ𝛼 ها باشد. با کسینوسΔ𝛼 یابیم.را می 

𝑥2 = 𝑟𝐸
′2 + 𝑟𝐽

′2 − 2𝑟𝐸
′𝑟𝐽
′ cos (

Δ𝛼

2
)  ⟹ Δ𝛼 ≈ 9.098° 

 شودپس احتمال مورد نظر می
Δ𝛼

360
≈ 2.53% 

 

 نیم.کبینیم. جهت اندازه گیری زاویه را مطابق شکل زیر تعریف میشده را بیضی میدانیم شکل دایره کج می -6
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( را بیابیم. زاویه 𝜓را روی دایره واقعی داشته باشیم زاویه تصویر شده آن ) 𝐴�̂�𝑃هدف این است که اگر زاویه 

 شکل نحوه تصویر شدن را به نمایش گذاشته است. .نامیممی 𝛽واقعی را 

 

 

 

 

 

 

 

 

 زاویه بین راستای دید و خط عمود بر صفحه دایره است. 𝜃که 

𝑎 tan𝜓 = 𝑎 tan𝛽 cos 𝜃  ⟹ tan𝜓 = tan𝛽 cos 𝜃 
اگر زاویه پاره خط پایینی  خواهیم.متناظرشان را می Δ𝜓است و  𝛼شان برابر با Δ𝛽خط داریم که حال دو پاره

 بنامیم: 𝛽( را با نیم محور بزرگ همان 𝑂𝑃)مثلاً 

Δ𝜓 = tan−1(tan(𝛽 + 𝛼) cos 𝜃) − tan−1(tan𝛽 cos 𝜃) 
𝛽توان گفت هم با محاسبات که وقتی هم شهودی می = −

𝛼

2
کمینه است.  Δ𝜓گاه آن 

 با محاسبات:

𝑑(Δ𝜓)

𝑑𝛼
= 0 ⟹

sec2(𝛽 + 𝛼) cos 𝜃

1 + tan2(𝛽 + 𝛼) cos2 𝜃
=

sec2(𝛽) cos 𝜃

1 + tan2(𝛽) cos2 𝜃
 

𝛽چون که شهودمان به ما جواب  = −
𝛼

2
رسد نحوه زیاد شدن زاویه با افزایش کند و به نظر میرا پیشنهاد می 

𝛽 دهد پس درست حدس بینیم جواب میگذاریم و میپیوستگی دارد لذا جواب موردنظر را در معادله بالا می

 حال باید به زمان تبدیل کنیم: زدیم.

𝛽(𝑡) = 𝜔𝑡 −
𝛼

2
 

 در نهایت

Δ𝜓(𝑡) = tan−1 (tan (𝜔𝑡 +
𝛼

2
) cos𝜃)

− tan−1 (tan (𝜔𝑡 −
𝛼

2
) cos 𝜃) 

 

 آوریمابتدا شعاع زاویه ماه کامل را به دست می -7

𝑥 ≈
1738𝑘𝑚

384000𝑘𝑚
≈ 0.26° 

 مماس کنیمبیشینه سمت و بعد جاهایی است که به دایره صغیره 
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sin (
Δ𝛼

2
) =

sin 𝑥

cos 𝛿
 ⟹ Δ𝛼 ≈ 0.521° 

sin (
Δ𝐴

2
) =

sin 𝑥

cos 𝑎
    ,    Δ𝐴 = 2Δ𝛼 

 پس

𝑎 ≈ 60.13° 
 کنیم:حال سمت غربی ماه را پیدا می

sin 𝛿 = sin𝜙 sin 𝑎 + cos𝜙 cos 𝑎 cos𝐴  ⟹ 𝐴

≈  غربی 143.42°

 توان گفت خورشید با تقریبماه چشم پوشید می -فاصله زمینتوان از ابعاد زمین در مقایسه با چون که می

 خوبی نقطه مقابل ماه روی کره سماوی است. یعنی در لحظه رصد:

𝑎𝑠𝑢𝑛 ≈ −60.13°      𝐴𝑠𝑢𝑛 ≈  شرقی36.58°

 . از چهارجزئی:حال باید زاویه ساعتی خورشید را بیابیم

sin𝜙 cos𝐴غربی = cos𝜙 tan𝑎 −
sin𝐴غربی

tan𝐻
 

𝐻 ≈ 13ℎ 9𝑚 

:1پس ساعت حدود   بامداد است. 9
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