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 سوال اول:

اشته بین مقید و نامقید قرار د شرط آستانه برای اینکه ابر برمبد این است که انرژی کل آن صفر باشد. )در واقع در مرز

 باشد.( انرژی کل ابر به صورت زیر است:

𝐸1 = −
3

5

𝐺𝑀1
2

𝑅1
+
5

2
𝑁𝐾𝑇1 +

1

2
𝐼1𝜔1

2 +
4

3
𝜋𝑅3𝑢𝐵 = 0 

که در این عبارت جملات از سمت چپ به ترتیب ناشی از گرانش، انرژی جنبشی ذرات گاز، انرژی دورانی، انرژی 

ای )و نه خود ستاره( منظور است، های مرتبط با ابر پیش ستارهتاکید بر اینکه کمیت برای 4مغناطیسی هستند. زیروند 

 آورده شده است. 

 ید:آبا فرض اینکه میدان مغناطیسی یکنواخت باشد، شار مغناطیسی اینگونه بدست می

𝜙 = ∫ 𝐵𝑑𝐴 = 𝐵𝐴 = 𝐵 × 4𝜋𝑅2 

پتانسیل روی سطح رسانا صفر است. در نتیجه نیرو محرکه صفر است(، اما با توجه به اینکه ذرات رسانا هستند )و اختلاف 

 ماند. بنابراین:شار مغناطیسی ثابت می

𝐵1 = 𝐵2 (
𝑅2
𝑅1
)
2

= 5 × 10−13 𝑇𝑒𝑠𝑙𝑎 

 

 کنیم:ای چرخش ابر استفاده میای برای بدست آوردن سرعت زاویهاز پایستگی تکانه زاویه

𝑙 =
2

5
𝑀𝑅2𝜔 = 𝑐𝑡𝑒. 

𝜔1 = 𝜔2 (
𝑅2
𝑅1
)
2

=
2𝜋

𝑇2
(
𝑅2
𝑅1
)
2

= 3 × 10−19  
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 

 

 شود با:است، برابر می 2𝑚𝐻چنین تعداد ذرات گاز با توجه به اینکه جرم هر ذره هم

𝑁 =
𝑀

2𝑚𝐻
 

با جایگذاری این روابط و روابط مربوط به چگالی میدان مغناطیسی و گشتاور لختی که در جدول ثوابت آورده شده، 

 آید:می ی اولیه به این صورت درمعادله

𝛼𝑀2 + 𝛽𝑀 + 𝛾 = 0 
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 که:

𝛼 = −
3

5

𝐺

𝑅1
= −2.6 × 10−26 

𝛽 =
5𝐾𝑇1
4𝑚𝐻

+
1

5
 𝑅1

2𝜔1
2 = 1.0 × 105 

𝛾 =
2

3

𝜋𝑅1
3𝐵2

𝜇0
= 1.5 × 1027 

 

 آید:با حل معادله درجه دو جرم بدست می

𝑀 = 1.9 𝑀𝑠𝑢𝑛 

 

 

 

 سؤال دوم:

 روش اول:

بتوان یک دایره درون چهارضلعی محاط کرد، مرکز این دایره باید از چهار ضلع به یک فاصله باشد. طبق  در صورتی که

ی اکنیم، هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع زاویه به یک فاصله است. بنابراین نقطهای که در ادامه اثبات میقضیه

از سه تا از اضلاع آن به یک فاصله است. کافیست ثابت کنیم ی چهارضلعی باشد، که روی تقاطع نیمسازهای دو زاویه

ود شاین نقطه از ضلع دیگر هم به یک فاصله است، یعنی روی نیمساز یکی دیگر از زوایا هم قرار دارد؛ در این صورت می

 یک دایره صغیره درون چهارضلعی محاط کرد. 

 ت.فاصله اساثبات قضیه: هر نقطه روی نیمساز از دو ضلع زاویه به یک 

اند. به حالت وتر و یک زاویه حاده متشابه Δ𝑂𝐻′𝑋و  Δ𝑂𝐻𝑋با توجه به شکل روبرو دو مثلث 

𝑋𝐻پس  = 𝑋𝐻′ ی و نقطه𝑋 ا هاز هر دو ضلع به یک فاصله است. با نوشتن رابطه سینوس

 توان به راحتی به همین نتیجه رسید. هم می

 کنیم:های مورد نیاز را محاسبه میها و زاویهابتدا برخی ضلع شکلبا توجه به 

cos𝐴𝐵 = sin 𝛿𝐴 sin 𝛿𝐵 + cos 𝛿𝐴 cos 𝛿𝐵 cos Δ𝛼 

𝐴𝐵 = 14.06° 

𝑂 

𝐻 

𝐻′ 

𝑋 
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 به همین ترتیب:

𝐶𝐷 = 16.71° 

 آوریم:بدست می Δ𝑃𝐴𝐵ی چهار جزئی در مثلث و با نوشتن رابطه

tan∠𝑃𝐴𝐵 =
sin Δ𝛼

cos 𝛿𝐴 tan 𝛿𝐵 − sin 𝛿𝐴 cos Δ𝛼
 

∠𝑃𝐴𝐵 = 82.50° 

 به طریق مشابه:

∠𝑃𝐵𝐴 = 89.79° 

∠𝑃𝐷𝐵 = 3.84° 

∠𝑃𝐵𝐷 = 175.71° 

∠𝑃𝐶𝐴 = 0.99° 

∠𝑃𝐴𝐶 = 178.92° 

∠𝑃𝐷𝐶 = 78.71° 

∠𝑃𝐶𝐷 = 97.16° 

 آیند:بنابراین زوایای چهارضلعی بدست می

∠𝐴 = ∠𝑃𝐴𝐶 − ∠𝑃𝐴𝐵 = 96.15° 

∠𝐵 = 85.92° 

∠𝐶 = 98.15° 

∠𝐷 = 82.55° 

نامیم. با نوشتن قانون می ′𝑂را  𝐷∠و  𝐶∠و محل برخورد نیمسازهای  𝑂را  𝐵∠و  𝐴∠محل برخورد نیمسازهای 

 آید:بدست می Δ𝐴𝑂𝐵چهارجزئی در مثلث 

tan𝐴𝑂 =
sin𝐴𝐵

cos𝐴𝐵 cos
𝐴
2
+ sin

𝐴
2
cot

𝐵
2

 

𝐴𝑂 = 9.53° 

𝐶𝑂′ = 10.94° 

 



 :مثلث روبروبا توجه به 

∠𝑃𝐴𝑂 = ∠𝑃𝐴𝐶 − ∠
𝐴

2
= 130.85° 

∠𝑃𝐶𝑂′ = 40.09° 

sin 𝛿𝑂 = sin 𝛿𝐴 cos𝐴𝑂 + cos 𝛿𝐴 sin𝐴𝑂 cos∠𝑃𝐴𝑂 

tanΔ𝛼 =
sin

𝐴
2

cos 𝛿𝐴 cot 𝐴𝑂 − sin 𝛿𝐴 cos
𝐴
2

 

 در نتیجه:

𝛿𝑂 = 21.75° 

Δ𝛼 = 8.57° 

𝛿𝑂′ = 23.52° 

Δ𝛼′ = 8.91° 

𝛼𝑂 = 𝛼𝐴 + Δ𝛼 = 23ℎ39𝑚 

𝛼𝑂′ = 𝛼𝐶 + Δ𝛼′ = 23ℎ40𝑚 

 

حدود دو درجه با  𝐷∠و  𝐶∠و محل برخورد نیمسازهای  𝐵∠و  𝐴∠بینید، محل برخورد نیمسازهای طور که میهمان

 ود. شیکدیگر فاصله دارند. بنابراین نیمسازها همرس نیستند و دایره صغیره محاط نمی

 روش دوم:

ی برابر با مجموع دو ضلع روبروی ای در هندسه مسطحه وجود دارد که اگر مجموع دو ضلع روبروی یک چهارضلعقضیه

کنیم این قضیه در هندسه کروی هم برقرار توان یک دایره به آن چهارضلعی محاط کرد. ابتدا ثابت میدیگر باشد، می

 است. 

 اثبات قضیه:

گیریم که مجموع اضلاع روبروی آن با هم برابر باشد. روی در نظر می چهارضلعییک 

کنیم. این کار را برای یک ضلع دیگر هم ضلع مجاور جدا میها به اندازه یکی از ضلع

 Δ𝐶𝑀𝑁دهیم. چون مجموع اضلاع روبرو با هم برابر است، پس مثلث انجام می

الساقین هم متساوی Δ𝐴𝐷𝑀و  Δ𝐴𝐵𝑁های الساقین است. چون مثلثمتساوی

مثلث های عمود منصف 𝑀𝐶𝑁∠و  𝐴𝐷𝑀∠و  𝐴𝐵𝑁∠هستند، نیمساز زوایای 
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Δ𝐴𝑀𝑁 اند، پس سه نیمساز از چهارضلعی همرس هستند های هر مثلث همرسهستند. اما از آنجایی که عمود منصف

  ود.شای که در روش اول گفته شد، یک دایره صغیره درون چهارضلعی محاط میو بنابر قضیه

 کنیم:محاسبه میها اضلاع چهارضلعی را حال با کمک قانون کسینوس

𝐴𝐵 = 14.06° 

𝐶𝐷 = 16.71° 

𝐵𝐷 = 16.54° 

𝐴𝐶 = 12.9° 

𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 30.77° ≠ 𝐵𝐷 + 𝐴𝐵 = 29.44° 

 

 توان دایره صغیره درون این چهارضلعی محاط کرد. در نتیجه نمی
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سیل دانیم پتانشکل مقابل توجه کنید. می به سؤال سوم: 

 در نقطه مورد نظر برابر است با:هر جزء سطح 

𝑑𝜙 = −
𝐺𝑑𝑚

𝑟
= −

𝐺(2𝜋𝑥𝜎𝑑𝑥)

√𝑥2 + 𝑧2
 

ثابت  𝑧دهیم و انجام می 𝑥از طرفی انتگرال گیری را روی 

 است. پس:

𝜙 = −𝜋𝐺𝜎∫
2𝑥𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑧2

𝑅

0

 

 شعاع کهکشان است. با استفاده از قسمت راهنمایی داریم: 𝑅که در آن 

𝜙 = −𝜋𝐺𝜎∫
𝑑(𝑥2)

√𝑥2 + 𝑧2

𝑅

0

= −𝜋𝐺𝜎∫
𝑑(𝑥2 + 𝑧2)

√𝑥2 + 𝑧2

𝑅

0

= −2𝜋𝐺𝜎 (√𝑅2 + 𝑧2 − 𝑧) 

ی صفر را موقعی تعریف کردیم که اولین موج گرانشی در نقطه موردنظر دریافت شود. بدیهی است که از طرفی لحظه

مان صفر مان را زشود. این زترین نقطه به محل موردنظر یعنی دقیقاً مرکز دایره دریافت میاولین موج گرانشی از نزدیک

سنجیم. پس اگر دو پرتو گرانشی که دارند به سمت نقطه موردنظر حرکت های بعدی را با آن میگیریم و زمان موجمی

ها همان پرتوی ساطع شده از مرکز دایره است، با هم اختلاف مسیری داشته باشند و این اختلاف کنند که یکی از آنمی

گیریم. می 𝑡مسیر منجر به اختلاف زمان رسیدن دو پرتو شود زمان رسیدن پرتو اول را صفر و زمان رسیدن پرتو دوم را 

  پس:

𝑐𝑡 = اختلاف راه نوری = √𝑥2 + 𝑧2 − 𝑧 

افت کند. از طرفی پرتوها به ترتیب کمترین مسای از دایره با پرتوی مرکزی بیان مینوری حلقهکه رابطه بالا اختلاف راه 

رسد سپس با گذشت زمان پرتوهای به مرور رسند یعنی اول پرتوی کمترین فاصله میتا نقطه موردنظر به مقصد می

ارتباط پیدا کرده است  𝑥ا دیسکی به شعاع ، نقطه مورد نظر فقط ب𝑡رسند. لذا طبق رابطه بالا در زمان دورتری هم می

 را قرار دهیم: 𝑅 ،𝑥نهایت نیست(. پس کافیست در رابطه پتانسیل به جای )چون سرعت انتقال امواج بی 𝑅نه 

𝜙 = −2𝜋𝐺𝜎 (√𝑥2 + 𝑧2 − 𝑧) 

 جواب نهایی:

𝜙(𝑡) = −2𝜋𝐺𝜎𝑐𝑡 
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باشد تمام  (10𝐺𝑦𝑟ها بیش از عمر کهکشان )یعنی ابتدا باید گفت که اگر عمر نوعی از ستاره سؤال چهارم:

ی به زمان حال )یعن کنیم()که صفر فرض می اندگیری کهکشان به وجود آمدههایی که از این نوع در اول شکلستاره

10𝐺𝑦𝑟 وند. شی عمر کهکشان با نرخ داده شده تولید میرسند، علاوه بر تعدادی که در طمی گیری ستاره(بعد از شکل

ها تا به زمان حال برسند در عمر رشته اصلی خود ولی اگر عمر ستاره کمتر از عمر کهکشان باشد یک سری از ستاره

 میرند و دیگر محاسبات به سادگی قبل نیست.می

 است. 10𝐺𝑦𝑟دانیم عمر خورشید حدوداً می

 م:یابیزنیم میدرخشندگی عمر ستاره را در رشته اصلی )قسمت اعظم عمر ستاره( با تقریبی که میاز رابطه جرم 

𝐿 =
𝐸

𝑇
=
𝑀𝑐2

𝑇
 ⟹  

𝑇

𝑇𝑠𝑢𝑛
=

𝑀
𝑀𝑠𝑢𝑛

𝐿
𝐿𝑠𝑢𝑛

 ⟹ 𝑇(𝐺𝑦𝑟) = 10 

𝑀
𝑀𝑠𝑢𝑛

(
𝑀
𝑀𝑠𝑢𝑛

)
3.5

= 10 (
𝑀

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−2.5

 

هایی قرار است و جزو ستاره 10𝐺𝑦𝑟اشد عمر آن کمتر از ای بیش از جرم خورشید ببینیم که اگر جرم ستارهحال می

ید تر از خورشجرمهای بدون مرگ و میر یعنی کماند. فعلاً سهم آن ستارهگیرد که قبل از زمان حال مرگ و میر داشتهمی

شود. ستاره تولید میگیریم و به مرور زمان ها در اول عمر کهکشان را صفر در نظر میتعداد کل ستارهکنیم. را حساب می

تا جرم خورشید  𝑀𝑚𝑖𝑛گیرد. از طرفی ما فقط قسمتِ ها شکل میستاره از تمام جرم 𝑑𝑁تعدادِ  𝑑𝑡بعد از گذشت زمان 

 ستاره تولید شود داریم: 𝑁کنیم. اگر بر جرم، آن را به تعداد تبدیل می 𝐼𝑀𝐹خواهیم. با تقسیم تابع را می

𝑁 = ∫
𝜉(𝑀)𝑑𝑀

𝑀

𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑚𝑖𝑛

=
𝜉0
2.5

((
𝑀𝑚𝑖𝑛

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−2.5

− (
𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−2.5

) ≈ 126.49 𝜉0 

ربط دارد. از طرفی با  𝜉0طور که در بالا دیدیم به شود که هماندانیم بعد از گذشت زمانی، تعدادی ستاره تولید میمی

خواهیم ببینیم تابع زمان است. به هر صورت، می 𝜉0گیریم متغیر است لذا نتیجه می های تولیدیگذشت زمان تعداد ستاره

و  𝑀های تولیدی بین تا جرم خورشید است. تعداد ستاره 𝑀𝑚𝑖𝑛ی ستاره تولید شد، چه تعدادی از آن در بازه 𝑑𝑁اگر 

𝑀 + 𝑑𝑀 دانیم می
𝜉(𝑀)𝑑𝑀

𝑀
 ستاره تعدادِ  𝑑𝑁هست. پس از بعد از تولید  

𝑑𝑁 ×

𝜉(𝑀)𝑑𝑀
𝑀

126.49𝜉0
=

𝑑𝑁

126.49
×
𝑀−3.5

𝑀𝑠𝑢𝑛
−2.5  𝑑𝑀 

𝑀و  𝑀از آن بین  + 𝑑𝑀 شان هتر از خورشید که همجرمهای کمهستند. در واقع بالا یک تناسب بستیم. برای ستاره

تاره تولید کهکشان کلاً چه تعداد ستوانیم دو انتگرال را جداگانه بگیریم. یعنی اول ببینیم در طول عمر مانند میباقی می

 تا جرم خورشید بکنیم. یعنی: 𝑀𝑚𝑖𝑛شود سپس آن را ضربدر احتمال تولید ستاره بین می
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𝑁𝑀𝑚𝑖𝑛−𝑀𝑠𝑢𝑛
= ∫𝑑𝑁 ∫

𝑀−3.5𝑑𝑀

126.49 𝑀𝑠𝑢𝑛
−2.5

𝑀𝑠𝑢𝑛

𝑀𝑚𝑖𝑛

= −𝛼𝑡𝑠∫ 𝑒
− 
𝑡
𝑡𝑠

10𝐺𝑦𝑟

0

 𝑑 (−
𝑡

𝑡𝑠
)∫

𝑀−3.5𝑑𝑀

126.49 𝑀𝑠𝑢𝑛
−2.5

𝑀𝑠𝑢𝑛

𝑀𝑚𝑖𝑛

= 𝛼𝑡𝑠 (1 − 𝑒− 
10
3 )

((
𝑀𝑚𝑖𝑛

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−2.5

− 1)

126.49 × 2.5
   

ر از تهای پرجرماند. و اما برای ستارهرساند که به زمان حال رسیدهتر از خورشید را میجرمهای کمرابطه بالا تعداد ستاره

ای که در بازه منطقیست که هر ستاره باشد 𝑇𝑀برابر با  𝑀ای با جرم تر است. اگر عمر ستارهخورشید قضیه کمی پیچیده

10𝐺𝑦𝑟زمانیِ  − 𝑇𝑀 زمان تولید می( 10شود به ما𝐺𝑦𝑟می )ای قبل از آن تولید شده باشد قبل از رسد و هر ستاره

ی         کند. پس باید ببینیم در کل چه تعداد ستاره از بازهرسیدن به زمان حال عمر رشته اصلی خود را تمام می

10𝐺𝑦𝑟 − 𝑇𝑀  10تا𝐺𝑦𝑟 های درون بازه جرمی مورد نظرمان را بیابیم. ابتدا حساب شود سپس ستارهتولید می

از کل  را در نظر بگیریم، چه تعداد ستاره 𝑀های با جرمِ ستاره را عمر 10𝐺𝑦𝑟زمان عقب رانده شده از کنیم اگر می

 رسد. منطیقست که:به ما می اجرام

∫ 𝑑𝑁
10

10−𝑇𝑀

= −𝛼𝑡𝑠∫ 𝑒
− 
𝑡
𝑡𝑠

10

10−𝑇𝑀

 𝑑 (−
𝑡

𝑡𝑠
) = 𝛼𝑡𝑠 (𝑒

− 
(10−𝑇𝑀)

3 − 𝑒− 
10
3 ) 

 برحسب جرم داریم: 𝑇𝑀پس با جایگذاری 

𝛼𝑡𝑠 (𝑒
− 
10
3
(1−(

𝑀
𝑀𝑠𝑢𝑛

)
−2.5

)
− 𝑒− 

10
3 ) 

 ستاره تولید شود تعدادِ  𝑑𝑁از طرفی قبلاً گفتیم که اگر 

𝑑𝑁

126.49
×
𝑀−3.5

𝑀𝑠𝑢𝑛
−2.5  𝑑𝑀 

𝑀و  𝑀ها مربوط به بازه جرمی بین آناز  + 𝑑𝑀  است. پس باید مقداری را که برای تعداد کل در بالا به دست آوردیم

در ضرب
𝑀−3.5

126.49𝑀𝑠𝑢𝑛
−2.5  𝑑𝑀 :کنیم و انتگرال بگیریم 

𝛼𝑡𝑠∫
𝑀−3.5

126.49𝑀𝑠𝑢𝑛
−2.5 (𝑒

− 
10
3
(1−(

𝑀
𝑀𝑠𝑢𝑛

)
−2.5

)
− 𝑒− 

10
3 )

𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑠𝑢𝑛

𝑑𝑀 
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=
𝛼𝑡𝑠

126.49
𝑒− 

10
3 [∫ (

𝑀

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−3.5

𝑒
10
3
(
𝑀

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−2.5

𝑑 (
𝑀

𝑀𝑠𝑢𝑛
)

𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑠𝑢𝑛

−∫ (
𝑀

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−3.5

𝑑 (
𝑀

𝑀𝑠𝑢𝑛
)

𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑠𝑢𝑛

] 

 

 باید انتگرال زیر را حل کنیم

∫𝑥−3.5𝑒
10
3
𝑥−2.5𝑑𝑥 =

1

−2.5
×
3

10
∫𝑒

10
3
𝑥−2.5𝑑 (

10

3
𝑥−2.5) = −

3

25
𝑒
10
3
𝑥−2.5  

 ها:پس با جایگذاری کران

𝑁𝑀𝑠𝑢𝑛−𝑀𝑚𝑎𝑥
=

𝛼𝑡𝑠
126.49

𝑒− 
10
3

×
1

2.5
[
3

10
(𝑒

10
3 − 𝑒

10
3
(
𝑀𝑚𝑎𝑥
𝑀𝑠𝑢𝑛

)
−2.5

) − (1 − (
𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−2.5

)] 

 یابیم:ها را میحال تعداد کل تولیدی

𝑁𝑡𝑜𝑡 = ∫ 𝑑𝑁
10𝐺𝑦𝑟

0

= 𝛼𝑡𝑠 (1 − 𝑒− 
10
3 ) 

 و کسر موردنظر برابر است با:

𝑁𝑀𝑚𝑖𝑛−𝑀𝑠𝑢𝑛
+ 𝑁𝑀𝑠𝑢𝑛−𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑁𝑡𝑜𝑡

=

3
10(1 − 𝑒

− 
10
3
(1−(

𝑀𝑚𝑎𝑥
𝑀𝑠𝑢𝑛

)
−2.5

)
) − 𝑒− 

10
3  (1 − (

𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−2.5

) + (1 − 𝑒− 
10
3 ) ((

𝑀𝑚𝑖𝑛

𝑀𝑠𝑢𝑛
)
−2.5

− 1)

126.49 × 2.5 (1 − 𝑒− 
10
3 )

 

 آوریم.در می %99.77با جایگذاری اعداد مقدار کسر بالا را حدود 
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ینیم لازم ب)در حالی که بعداً می واقعی تلسکوپ را بیابیم.است که میدان دید رسد لازم به نظر میابتدا سؤال پنجم:  

لسکوپ کار نیاز به مساحت دهانه تبرای این گیرد(نویسیم ولی بارم تعلق نمینبوده! ولی به هر حال به عنوان تمرین می

 6.1شده است، کنیم و قدر حدی چشم را همان طور که در ثوابت داده داریم. از قدر حدی پشت تلسکوپ استفاده می

 گیریم. پس:می mm6گیریم. هم چنین قطر مردمک چشم را می

13.81 − 6.5 = −2.5 log(

1
𝐷2

1
(6𝑚𝑚)2

) = 5 log (
𝐷

6𝑚𝑚
)⟹ 𝐷 ≈ 0.174 𝑚 

 یابیم:از روی این و نسبت کانونی، فاصله کانونی چشمی را می

𝑓𝑜 = 𝐷 × (
𝑓𝑜
𝐷
) = 0.174 𝑚 × 10 = 1.74 𝑚 

 نمایی را حساب کنیم:حال قادریم که بزرگ

𝑚 =
𝑓𝑜
𝑓𝑒
=

1.74

0.025
≈ 69.54 

 کنیم:سپس میدان دید واقعی را حساب می

میدان دید واقعی =
میدان دید ظاهری

𝑚
=

52°

69.54
≈ 0.748° 

 بعد و اما حالا باید مدت زمان رصد را بیابیم. ابتدا باید میل میدان دید بالا میدان دیدیست که پشت تلسکوپ داریم.

 خورشید را بیابیم:

 

 

 

 

 ها داریم:سینوساز 

sin 𝛿 = sin𝜔𝑡 sin 𝜀  ⟹    𝛿 = −5.07° 

 

 هم چنین با چهارجزئی

0 =
sin𝛼

tan 𝛿
−

1

tan 𝜀
 ⟹ 𝛼 ≈ −11.78° 
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ها در آسمان کشیم به طوری که ستاره قطبی و همه ستارهچرخان می Zخواهیم یک دستگاه برای چیزی که در نهایت می

چون عیوق ثابت است و تلسکوپ موتور دارد و همیشه عیوق  بچرخد. Pناظر حول  Zثابت باشند و زمین و از جمله عیوق 

دقت کنید شکل زیر در حالت کلی است ولی در این مسئله  ای ثابت است.در مرکز آن است میدان دید تلسکوپ هم دایره

 )چرا؟( .افتدمی ترتر داخل دایره بزرگبه خاطر اعداد عرض جغرافیایی و میل عیوق دایره کوچک

 

 

 

 

 

𝜂 شوند که روی خط واصل بین هایی با عیوق هم سمت میدر بالا زاویه اختلاف منظر است. ستاره𝑍  و𝐶  که مرکز

های شوند و ستارهاز کل دایره میدان دید جاروب می 2Δ𝜂است قرار گیرند در مدت زمان رصد به اندازه قطاع  چشمی

شوند. پس باید نسبتِ در آن ناحیه هم سمت می
2Δ𝜂

360
بینید اصلاً برای حل نیاز به را حساب کنیم. همان طور که می 

هد. دشکل زیر روش به دست آوردن زاویه اختلاف منظر را نشان میپ و اندازه میدان دید واقعی نبود. مشخصات تلسکو

 ابتدا اختلاف منظر بیشینه برای خورشید را باید در نظر بگیریم.

 

 

 

 

𝐴ها:شود. از سینوسسمتیست که از غرب اندازه گرفته می غربی 

sin 𝜂 =
sin𝐴غربی cos𝜙

cos 𝛿
 

نود درجه باشد یعنی خورشید دقیقاً در غرب باشد. حال برای  غربی𝐴وقتیست که  𝜂ثابتند، بیشینه مقدار  𝛿و  𝜙چون که 

𝐻 نویسیم:یک چهارجزئی می 

cos𝐻 sin𝜙 = cos𝜙 tan 𝛿 − sin𝐻 cot 90 = cos𝜙 tan 𝛿

⟹ 𝐻𝑠𝑢𝑛1 ≈ 97.097° 

با توجه به منفی بودن میل خورشید زاویه ساعتی بالا مربوط به زمان پس از غروب خورشید است. حال باید زاویه ساعتی 

 از اختلاف بعدشان داریم:ستاره عیوق را در همین لحظه بیابیم که 
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𝐻𝐶𝑎𝑝𝑒𝑙𝑙𝑎1 = 97.097° − (5ℎ 17𝑚𝑖𝑛 − (−11.78°)) ≈ 6.07° 

 

 

 یابیم. برای زاویه ساعتی غروب باید ارتفاع صفر باشد:در اینجا زاویه ساعتی خورشید سه ساعت پس از غروب را می

 ها:با کسینوس

0 = sin𝜙 sin 𝛿 + cos𝜙 cos 𝛿 cos𝐻 

 با جایگذاری مقدار میل خورشید:

𝐻غروب ≈ 86.34° 

 و با تأثیر سه ساعت:

𝐻𝑠𝑢𝑛2 ≈ 86.34° + 3 × 15° = 131.34° 

 یابیم.باز با اختلاف بعد زاویه ساعتی عیوق را در لحظه دوم می

𝐻𝐶𝑎𝑝𝑒𝑙𝑙𝑎2 = 131.34° − (5ℎ 17𝑚𝑖𝑛 − (−11.78°)) ≈ 40.31° 

 

 

قطعاً در این زاویه ساعتی عیوق غروب نکرده است چرا که برای میل منفیِ خورشید زاویه 

زاویه  به دست آوردیم در حالی که میل عیوق مثبت است و °86ساعتی غروب را حدود 

شود. حال باید زاویه اختلاف منظر عیوق دو از این مقدار هم بیشتر می ساعتی غروبش

 :نویسیمکنیم. یک چهارجزئی میزمان را به دست آوریم. مثلث قبلی را یادآوری می

sin 𝛿 cos𝐻 = cos 𝛿 tan𝜙 −
sin𝐻

tan 𝜂
 ⟹  

tan 𝜂 =
sin𝐻

cos 𝛿 tan𝜙 − sin 𝛿 cos𝐻
 

 با گذاشتن مقادیر متناظر برای عیوق در لحظه اولیه و ثانویه داریم:

𝜂𝐶𝑎𝑝𝑒𝑙𝑙𝑎1 ≈ 94.36° 

𝜂𝐶𝑎𝑝𝑒𝑙𝑙𝑎2 ≈ 153.95° 

کسر مورد نظر ≈
153.95 − 94.36

180
≈ 33.1% 
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چه صورت است؟ واضح است که چون شکل پوسته کروی است و ابتدا باید دید تقارن تابشی کره به سؤال ششم:  

تابش جسم سیاه در همه جهات یکنواخت است، تقارن دور شدن انرژی از پوسته باید کروی باشد. دقت کنید که خود 

 شود:گوییم چرا که از هر المان به صورت زیر در همه جهات تابش مینورها را نمی

 

 

 

 

 

 

شود )چه به سمت بیرون چه به سمت ای که دارد از کره خارج میها را در نظر بگیریم جمع انرژیلیکن اگر همه المان

وسته هایی که داخل پپس اگر با انرژی ای که مرکز آن مرکز پوسته باشد.شود؛ کرهدرون پوسته( در تقارن کروی خارج می

ه سمت کند که منطقاً نصف آن بدا هر ذره از پوسته در تمام فضا تابش میآید کار داشته باشیم باید بگوییم در ابتمی

درون کره است پس در مجموع در ابتدا توان 
𝐿

2
شود تا به شود و مدام شعاع کره کم میبه صورت کروی وارد پوسته می 

انگار  دهند وان ادامه میها به مسیر قبلی خودشرود انرژیصفر برسد، یعنی یک نقطه. چون انرژی در مرکز از بین نمی

ای جدید در مرکز شکل گرفته است که توان آن همان یک منبع نقطه از این لحظه به بعد
𝐿

2
است، منتها این دفعه از  

شونده با توان ی تابشی کوچکمرکز به سمت بیرون. پس در واقع یک کره
𝐿

2
شونده با همان و یک کره تابشی بزرگ 

نصر یک عسطح در جایی از کره بگیریم از بالا به سمت پایین و از پایین به سمت بالای آن توان داریم. اگر یک عنصر 

ی اکند. دقت کنید که این لزوماً به معنی صفر بودن انرژی عبوری نیست. در هر حال یک انرژیمی عبورمیزان انرژی 

 پس کار ما این است نخواسته است. کند و سؤال انرژی عبوری را خواسته است و شار خالص که صفر است راعبور می

 در دو کنیم که سهم هر دو انرژینظر حساب کنیم بعد ضرب که انرژی عبوری از مرکز به سمت بیرون را برای مربع مورد

ابیم باید بی کند.عبوری از دو طرف حساب شود. باید ابتدا دید مربعمان از دید مرکز کره چه زاویه فضایی را اشغال می

 بیند.می (𝜃ای )هر ضلع مربع را در چه زاویه مرکز کره
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𝐴𝐶 = √(5√2)
2
+ 1 𝛿 = √51 𝛿 

𝐴𝐷 = √52 + 1 𝛿 = √26 𝛿 ⟹ 𝜃 = 2 cos−1 (
𝐴𝐷

𝐴𝐶
) = 2 cos−1 (√

26

51
)

≈ 88.88° 

حال طبق تقارن برای هرچهار ضلع، یک مربع کروی داریم که 

 اش با هم برابرندهم چهار ضلعش هم چهار زاویه

باید نود درجه باشد. هم چنین  𝐸�̂�𝐶طبق تقارن برای هر چهار ضلع زاویه 

𝛽  برابر است با 𝐵�̂�𝐶:پس . 

𝛽 = tan−1 (
5√2

1
) ≈ 81.95° 

 یابیم:را می 𝛼ها زاویه با نوشتن سینوس

𝛼 = sin−1 (
sin 90

sin𝜃
sin 𝛽) ≈ 82.03° 

 بریم:میحال از رابطه مساحت مثلث کروی و زاویه فضایی بهره 

Ωمربع =
𝑆مربع

𝑅2
= 4 × (2𝛼(𝑟𝑎𝑑) +

𝜋

2
− 𝜋) ≈ 5.17 𝑠𝑟 

 توانیم بنویسیم:چون تقارن کروی است می

توان مورد انتظار

𝐿
2

=
Ωمربع

4𝜋
  

توان عبوری از مربع از طرفین = 2 × (
𝐿

2
×
Ωمربع

4𝜋
) ≈ 0.41 𝐿 
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به خاطر این که ابعاد تشت نسبت به ابعاد  سؤال هفتم:

مدار قابل اغماض است یعنی عملاً ماهواره با ی دایره

-شود. همیک مسیر به شکل خط از بالای تشت رد می

چنین چون که ابعاد تشت قابل اغماض است و توانستیم 

یعنی عملاً مرکز دایره مدار را نسبت به تشت  خط بگیریم

توان در طی حرکت ماهواره نهایت گرفتیم لذا میدر بی

وی گرانش زمین از بالای تشت از نیر

 نظر کرد. صرف

نیروی مغناطیسی وارد بر ماهواره برابر است با: )بردار 

 (ستا و جهت نیرو عمود بر آن دو سرعت و میدان بر هم عمودند

𝐹𝐵 = 𝑞𝑣𝐵 

انجام شود و چون نیرو به سرعت عمود است لذا کاری وارد می مادامی که ماهواره بالای تشت است این نیرو به آن

 دهد.نمی

کند و چون ابعاد تشت در مقایسه با شعاع مدار قابل دهد یعنی انرژی را عوض نمیاز طرفی چون نیرو کاری انجام نمی

ییری سیلش تغاغماض است یعنی قبل از تحول و بعد از تحول ماهواره عملاً در یک فاصله از زمین قرار دارد و انرژی پتان

نکرده است پس چون انرژی کل هم تغییری نکرده است لذا انرژی جنبشی و یعنی اندازه سرعت ماهواره در طول حرکت 

هد دسرعت و اندازه میدان مغناطیسی به ما ثابت بودن اندازه نیروی مغناطیسی را نتیجه میثابت است. ثابت بودن اندازه 

جانب مرکز یک دایره دانست. لذا مسیر حرکت ماهواره بالای توان خاصیتی از نیروی و این را می

 نامیم.می 𝑥شعاع دایره مسیر جدیدش را  تشت یک قطاعی از دایره خواهد بود.

𝑞𝑣𝐵 =
𝑚𝑣2

𝑥
⟹ 𝑥 =

𝑚𝑣

𝑞𝐵
 

𝜓 = sin−1 (
𝑦

𝑅
) 

𝑥 sin 𝛼 = 𝑅 sin 𝛽 = 𝑅 sin(360 − 90 − 𝜓 − 𝛼) = −𝑅 cos(𝜓 + 𝛼)

= 𝑅 sin𝜓 sin 𝛼 − 𝑅 cos𝜓 cos𝛼 ⟹  

tan𝛼 =
𝑅 cos𝜓

𝑅 sin𝜓 − 𝑥
 

ای واحد جرمِ جدید به سمت زمین است. حال باید بردار تکانه زاویه 2𝛼از طرفی میزان انحراف بردار سرعت به اندازه 

(ℎ′ را بیابیم. قبلاً بردار مکان و سرعت بر هم عمود بودند و بعد از عبور از بالای تشت اندازه آن دو بردار عملاً تغییر )

 شود. پس:بیشتر می 2𝛼کند و فقط زاویه بینشان به اندازه نمی

ℎ′ = 𝑟𝑣 sin(90 + 2𝛼) = 𝑟𝑣 cos 2𝛼 
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 حال باید سرعت مداری ماهواره قبل از تحول را بیابیم:

𝐺𝑀𝐸

𝑟2
=
𝑣2

𝑟
⟹ 𝑣 = √

𝐺𝑀𝐸

𝑟
 

 پس

ℎ′ = √𝐺𝑀𝐸𝑟 cos 2𝛼 

 دانیم انرژی واحدجرم مدار در قبل از تحول برابر است بااما می

−
𝐺𝑀𝐸

2𝑟
 

 شود برابر است با:می 𝑎قطر بزرگ و بعد از تحول که مدارش یک بیضی با نیم 

−
𝐺𝑀𝐸

2𝑎
 

 به خاطر استدلال گفته شده مبنی بر پایسته ماندن انرژی داریم:

𝑎 = 𝑟 

 هم دارد برابر است با: 𝑒ای واحد جرم بیضیمان که خروج از مرکز دانیم تکانه زاویهاز طرفی می

ℎ′ = √𝐺𝑀𝐸𝑟(1 − 𝑒2) 

 که با برابر قرار دادن با چیزی که قبلاً به دست آوردیم داریم:

𝑒 = sin 2𝛼 

در شرایطی که مدار ماهواره تماماً بیرون زمین  دانیم کمترین فاصله ماهواره با زمین در نقطه حضیض است وحال می

ین قسمت ماند امی تواند برخورد کند.را که تا به کمترین فاصله نرسد نمینقطه حضیض نقطه برخوردی است چ باشد

قضیه که اگر تمام مدار بیرون زمین نباشد چه کنیم؟ در آن حالت ممکن است در نقطه حضیض برخورد نباشد ولی دیگر 

 تواند این خصوصیت را داشته باشد.شرط مماس شدن بر زمین را نداریم. لذا تنها حضیض است که می

 پس:

𝑅𝐸 = 𝑎(1 − 𝑒) = 𝑟(1 − sin 2𝛼) 

 دهیم.حال عملیات معکوس را انجام می

sin 2𝛼 = 1 −
𝑅𝐸
𝑟
⟹

2 tan𝛼

1 + tan2 𝛼
= 1 −

𝑅𝐸
𝑟
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tan2 𝛼 (1 −
𝑅𝐸
𝑟
) − 2 tan𝛼 + (1 −

𝑅𝐸
𝑟
) = 0 

tan𝛼 =
1 ± √1 − (1 −

𝑅𝐸
𝑟 )

2

(1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

=
𝑅 cos𝜓

𝑅 sin𝜓 − 𝑥
 

𝑥 =
𝑚𝑣

𝑞𝐵
= 𝑅 

sin𝜓 (1 ± √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2

) − cos𝜓 (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

1 ± √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2

 

 

𝐵 =

𝑚√
𝐺𝑀𝐸

𝑟
 (1 ± √1 − (1 −

𝑅𝐸
𝑟 )

2

)

𝑞 (𝑦 (1 ± √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2

) − √𝑅2 − 𝑦2 (1 −
𝑅𝐸
𝑟 ))

 

أ ظهور اگر به منش خواهیم دید که فقط یک جواب درست است.حال باید ببینیم چرا دو تا جواب برای میدان به دست آمد. 

 این مثبت و منفی دوباره توجه کنیم:

tan𝛼 =
1 ± √1 − (1 −

𝑅𝐸
𝑟 )

2

(1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

 

 گردیم:حال به اصل موضوع برمی

sin 2𝛼 = 1 −
𝑅𝐸
𝑟
⟹ 𝛼 =

1

2
sin−1 (1 −

𝑅𝐸
𝑟
) 90    و    −

1

2
sin−1 (1 −

𝑅𝐸
𝑟
) 

 ی مثبت داریم که برای هرکدام رابطه 𝛼یعنی دو تا 

sin 2𝛼 = 1 −
𝑅𝐸
𝑟

 

لی باید دقت کنیم یک شرط دیگر هم و دهند.برقرار است لذا دو تا آلفا داریم که هر دو یک خروج از مرکز را نتیجه می 

 قبلاً داشتیم: داریم.

√𝐺𝑀𝐸𝑟 cos 2𝛼 = √𝐺𝑀𝐸𝑟(1 − 𝑒2) 

cosگیریم که از رابطه بالا نتیجه می 2𝛼 افتد که ما جوابِ  باید مثبت باشد. این مثبت بودن موقعی اتفاق می 
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𝛼 =
1

2
sin−1 (1 −

𝑅𝐸
𝑟
) 

وییم یک گعلامت بکنیم در فرمول تانژانت. روشی که می حال که فهمیدیم جواب یکیست باید تعیینرا اختیار کنیم. 

 داریم:های ساده دیگر به ذهن شما برسد که اگر قانع کننده باشد اشکال ندارد. روش است ممکن است روش

tan𝛼 =
sin (

1
2
sin−1 (1 −

𝑅𝐸
𝑟 ))

cos (
1
2
sin−1 (1 −

𝑅𝐸
𝑟 ))

= √
1 − cos (sin−1 (1 −

𝑅𝐸
𝑟 ))

1 + cos (sin−1 (1 −
𝑅𝐸
𝑟 ))

= √
1 − √1 − (1 −

𝑅𝐸
𝑟 )

2

1 + √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2
=

√
  
  
  
  
  
 

1 − (√1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2

)

2

(1 + √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2

)

2

=
√(1 −

𝑅𝐸
𝑟 )

2

1 + √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2
=

1 −
𝑅𝐸
𝑟

1 + √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2
 

بینیم شکلی شبیه به معکوس آن تانژانتی که داشتیم دارد. علامت تانژانت را اگر منفی حال که به رابطه بالا رسیدیم می

گر نتیجه داد همان علامت منفی را کنیم! اشود. امتحان میرسد با مخرج رابطه بالا مزدوج میاختیار کنیم به نظر می

 کنیم.اختیار می

(1 + √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟
)
2

)(1 − √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟
)
2

) = (1 −
𝑅𝐸
𝑟
) (1 −

𝑅𝐸
𝑟
) 

از طرفی اگر طرف چپ بالا را حل کنیم واقعاً با طرف راست برابر است پس جواب منفی جواب درست است و جواب 

 نهایی:خواهیم. جواب شود و ما نمیمثبت مربوط به حالتیست که کسینوس منفی می

𝐵 =

𝑚√
𝐺𝑀𝐸

𝑟
 (1 − √1 − (1 −

𝑅𝐸
𝑟 )

2

)

𝑞 (𝑦 (1 − √1 − (1 −
𝑅𝐸
𝑟 )

2

) − √𝑅2 − 𝑦2 (1 −
𝑅𝐸
𝑟 ))
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