
 ی مهربانبه نام خداوند بخشنده

 "نامه مجموعه سوالات عدسی گرانشیپاسخ"

 

 

 فیزیکنهمین المپیاد جهانی نجوم و اخترتهیه و تنظیم : اعضای تیم 

 

 طوری که میتوانید ازبه توضیحات: این پاسخنامه بیشتر در قالب درسنامه تنظیم شده است 

نیز اضافه بر پاسخ سوالات در آن آورده شده  مطالبیه عنوان یک مرجع استفاده کنید. آن ب

-ها چشماز مطالعه آن بخش توانیدکه برای فهم بیشتر مطالب است و در صورت عدم تمایل می

 پوشی کنید. 

 های زندگی به امید موفقیت شما در کلیه آزمون

 "فیزیکن تیم المپیاد جهانی نجوم و اخترنهمی"

 

 



 :پاسخ بخش اول

 :قسمت الف

یک خط خواهد بود که از فاصله عمودی  𝑀با در نظر گرفتن نور به عنوان یک ذره، مسیر آن در غیاب جرم  

𝑏  از جرم𝑀 گذرد. حال اثر جرم می𝑀  مسیر نور را به اندازه زاویه که اینگونه است𝛿 کند.منحرف می 

 

 :دو مولفه استد شده به نور دارای همان طور که از شکل بالا معلوم است، نیروی وار

𝐹|| =
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
sin𝜙 

𝐹𝑝 =
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
cos𝜙 

ه ببر صفر خواهد بود و اثر جسم دوم برا ذره بسیار کوچک است، پس نیروی موازی وارد شده به 𝜙چون زاویه 

 :با توجه به شکل داریم شود. پسروی نور ظاهر می 𝐹𝑝صورت یک نیروی اختلالی به اندازه 

cos𝜙 =
𝑏

𝑟
=

𝑏

√𝑏2 + 𝑣2𝑡2
→ 𝐹𝑝 =

𝐺𝑀𝑚𝑏

𝑟3
= 

𝐺𝑀𝑚𝑏

(𝑏2 + 𝑣2𝑡2)
3
2

 

𝐹𝑝 = 𝑚
𝑑𝑣𝑝
𝑑𝑡

→
𝑑𝑣𝑝
𝑑𝑡

=
𝐺𝑀𝑏

(𝑏2 + 𝑣2𝑡2)
3
2

→ 𝑣𝑝 = ∫
𝐺𝑀𝑏

(𝑏2 + 𝑣2𝑡2)
3
2

∞

−∞

𝑑𝑡 

 .برابر صفر است نیز سرعت عمودی اولیه ذره دانیممی

 برای محاسبه انتگرال از تغیر متغیر زی استفاده میکنیم :

tan 𝑥 =
𝑣𝑡

𝑏
→ sec2 𝑥 𝑑𝑥 =

𝑣𝑑𝑡

𝑏
 

 



 در نتیجه :

𝑣𝑝 = ∫
𝐺𝑚𝑏

(𝑏2 + 𝑏2 tan2 𝜃)
3
2

sec2 𝜃 (
𝑏

𝑣
𝑑𝜃)

𝜋
2

−
𝜋
2

= ∫
𝐺𝑀

𝑏𝑣

sec2 𝜃

(1 + tan2 𝜃)
3
2

𝑑𝜃

𝜋
2

−
𝜋
2

 

→ 𝑣𝑝 =
𝐺𝑀

𝑏𝑣
 ∫

sec2 𝜃

sec3 𝜃

𝜋
2

−
𝜋
2

𝑑𝜃 =
𝐺𝑀

𝑏𝑣
 ∫ cos 𝜃𝑑𝜃

𝜋
2

−
𝜋
2

 

 :با محاسبه انتگرال فوق داریمو 

𝑣𝑝 =
2𝐺𝑀

𝑏𝑣
 

 

باشد، به خاطر این سرعت عمودی یک انحراف به  𝑣حال با توجه به شکل زیر، اگر سرعت ذره در ابتدا برابر 

 :شودصورت زیر در مسیر آن ایجاد میبه  𝛿انداره 

 

tan 𝛿 ≈ 𝛿 =
𝑣𝑝
𝑣
→ 𝛿 =

2𝐺𝑀

𝑏𝑣2
 

 :ذره مورد نظر ما نور باشد  اگر و

𝛿 =
2𝐺𝑀

𝑏𝑐2
 

در حال حرکت است،  𝑀اگر نور را به عنوان یک ذره در نظر بگیریم که از بینهایت به سوی جرم :  روش دوم

های مداری این هذلولی را حال پارامتر مسیر آن تحت تاثیر نیروی گرانش به صورت یک هذلولی خواهد شد.

 کنیم.حساب می

 :ای در بینهایت داریمبا نوشتن معادله انرژی و تکانه زاویه

𝐸 =
1

2
𝑚𝑐2 −

𝐺𝑚𝑀

𝑟
=
1

2
𝑚𝑐2 →

1

2
𝑚𝑐2 =

𝐺𝑚𝑀

2𝑎
→ 𝑎 =

𝐺𝑀

𝑐2
 

ℎ = √𝐺𝑀𝑎(𝑒2 − 1) → 𝑏𝑐 = √𝐺𝑀𝑎(𝑒2 − 1) →
𝑏2𝑐2

𝐺𝑀𝑎
= 𝑒2 − 1 



 :از مرکز بسیار بزرگ است؛ پس داریمبا توجه به این که مدار نور تقریبا خط است، خروج 

𝑒2 − 1 ≈ 𝑒2 → 𝑒2 =
𝑏2𝑐2

𝐺𝑀𝑎
→ 𝑒2 =

𝑏2𝑐4

𝐺2𝑚2
→ 𝑒 =

𝑏𝑐2

𝐺𝑀
 

 :برای هذلولی داریم ∞𝜃حال با توجه به رابطه 

cos 𝜃∞ = −
1

𝑒
→ 𝜃∞ = cos

−1 (−
1

𝑒
) 

→ 𝛽 = (𝜋 − 𝜃∞) =
𝜋

2
−
𝛿

2
→ cos(𝜋 − 𝜃∞) = cos (

𝜋

2
−
𝛿

2
) → −cos 𝜃∞ = sin

𝛿

2
 

 

 :کوچک است داریم 𝛿و چون 

sin
𝛿

2
≈
𝛿

2
→
𝛿

2
= −cos 𝜃∞ → 𝛿 = 2 × (

1

𝑒
) → 𝛿 =

2𝐺𝑀

𝑏𝑐2
 

است و زاویه  𝛿زاویه بین امتداد مسیر اولیه پرتو و مسیر نهایی آن یا همان با ر بدقت کنید که زاویه انحراف برا

𝛽 .برابر زاویه انحراف نیست 

 



انحراف نور به صورت زیر خواهد گوید که زاویه و طبق صورت سوال، تصحیحات مربوط به نسبیت عام به ما می

 :شد

𝛿 =
4𝐺𝑀

𝑏𝑐2
 

 استفاده خواهیم کرد.در ادامه از مقدار نسبیتی زاویه انحراف 

  قسمت ب:

 :سی و منبع روی یک خط باشند داریمدر حالتی که عد

𝜃𝐷𝐿 = 𝑏 

 داریم: γو با توجه به روابط مثلثاتی، برای زاویه 

𝛾 = 𝛿 − 𝜃 =
𝑏

𝐷𝐿𝑆
→ 𝑏 = (𝛿 − 𝜃)𝐷𝐿𝑆 

 :پس

𝜃𝐷𝐿 = 𝛿𝐷𝐿𝑆 − 𝜃𝐷𝐿𝑠 → 𝜃(𝐷𝐿 + 𝐷𝐿𝑆) = 𝛿𝐷𝐿 → 𝜃 = 𝛿
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑆

 

 :در معادله فوق 𝛿حال با جایگذاری 

𝜃 =
4𝐺𝑀

𝑏𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑆

=
4𝐺𝑀

(𝜃𝐷𝐿)𝑐
2

𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑠

→ 𝜃2 =
4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝐿𝐷𝑆

 

 ط باشند، شعاع انیشتین گویند. بنابراین:هنگامی که منبع و عدسی و چشمه روی یک خ 𝜃به 

𝜃𝐸 = √
4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝐿𝐷𝑠

 

با هم  تمام پرتوهای خروجی وضعیت مشابهیخط بودن چشمه و ناظر و عدسی، بدلیل این که در حالت هم

دهند که خط بدلیل تقارن. در واقع پرتوهای خروجی یک مخروط را تشکیل میاند )دارند و تنها دوران یافته

ای یکسان نسبت به این ت پس کلیه پرتوها با فاصله زاویهواصل عدسی و ناظر و چشمه محور تقارن آن اس

نتیجه تمام پرتوهای خروجی به یک اندازه منحرف شده و اگر امتداد این  شوند.( درخط از منبع خارج می

نبع ای ثابت نسبت به مپرتوهای خمیده را به صفحه آسمان ناظر وصل کنیم، کلیه پرتوها در یک فاصله زاویه

 خواهد بود. 𝜃𝐸پس شکل هندسی تصویر یک حلقه به شعاع  ؛به این صفحه خواهند رسید

 



 

  :قسمت پ

 :، داریماندکه روی شکل مشخص شده 𝑦و  𝑥در این حالت برای پارامتر های 

 

𝑥 = 𝛽𝐷𝑆 

𝑦 = 𝛿𝐷𝐿𝑆 

𝑦 + 𝑥 = 𝜃𝐷𝑆 

 :پس با جایگذاری خواهیم داشت

𝜃𝐷𝑆 = 𝛿𝐷𝐿𝑆 + 𝛽𝐷𝑆 → 𝜃 = 𝛿
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑆
+ 𝛽 

 :  𝛿ن عبارت مناسب برای دو همچنین با قرار دا

𝜃 =
4𝐺𝑀

𝑏𝑐2
𝐷𝐿𝑠
𝐷𝑆
+𝛽 

 :دانیممی

𝜃𝐷𝐿 = 𝑏 

 :در نتیجه



𝜃 =
4𝐺𝑀

(𝜃𝐷𝐿)𝑐
2

𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑠
+𝛽 → 𝜃 =

𝜃𝐸
2

𝜃
+ 𝛽 → 𝜃2 − 𝜃𝛽 − 𝜃𝐸

2 = 0 

 :دو تصویر به صورت زیر خواهد بود که با حل معادله درجه دوم فوق، رابطه نهایی برای محل

𝜃+ =
𝛽

2
+ √(

𝛽

2
)

2

+ 𝜃𝐸
2 

𝜃− =
𝛽

2
− √(

𝛽

2
)

2

+ 𝜃𝐸
2 

برسید که همواره یک تصویر درون شعاع انیشتین عدسی توانید به این نتیجه نیز های فوق، میاز روی جواب

 . یعنی:شودو یک تصویر بیرون آن تشکیل می

𝜃+ > 𝜃𝐸  , 𝜃− < 𝜃𝐸 

 :عدسی گرانشی با استفاده از رابطه :قسمت ت

𝜃2 − 𝛽𝜃 − 𝜃𝐸
2 = 0 → 2𝜃(𝛿𝜃) − 𝛽(𝛿𝜃) − (𝛿𝛽)𝜃 = 0 

→ 𝛿𝜃(2𝜃 − 𝛽) = (𝛿𝛽)𝜃 →
𝛿𝜃

𝛿𝛽
=

𝜃

2𝜃 − 𝛽
→
𝛿𝜃

𝛿𝛽
=

𝜃
𝛽

2𝜃
𝛽
− 1

→
𝛿𝜃

𝛿𝛽
=

𝜂

2𝜂 − 1
 

 نمایی تصاویر ایجاد شده نیز متفاوت خواهد بود.برای دو تصویر مقدار متفاوتی دارد، بزرگ 𝜂و همچنین چون 

 :بخش دوم

  قسمت اول:

 ماند. ابتدا این نکته رادر صورت سوال گفته شده است که به خاطر اثر لنزینگ قدر سطحی جسم ثابت می

ها میتوانید آن را مطالعه است در صورت متوجه نشدن برخی از عبارت: ) این قسمت اختیاری کنیممی اثبات

 نکنید.(

,𝑓(𝑥در فضای فاز، کمیت  𝑝) نامند اگررا تابع توزیع ذرات می  𝑓(𝑥, 𝑝)𝑑3𝑥𝑑3𝑝 که تعداد ذراتی باشد

𝑝و  𝑝تکانه آنها بین  + 𝑑𝑝  و مکان آنها بین𝑥  و𝑥 + 𝑑𝑥 واقع  است. در𝑓(𝑥, 𝑝) الی چگنده دهنشان

 :عددی ذرات در فضای فاز است. بنابراین

𝑓(𝑥, 𝑝) =
𝑑𝑁

𝑑3𝑥 𝑑3𝑝
 



 :کنند داریمها از توزیع جسم سیاه پیروی میدهنده حجم در فضای فاز است. چون فوتوننشان 𝑑3𝑝 𝑑3𝑥که 

𝐼 =
𝑑𝐸

𝑑𝜈 𝑑𝑡 𝑑𝐴 𝑑Ω
 

را جاروب  𝑑3𝑥حجم  𝑑𝑡ها را در نظر بگیریم که در زمان یک سطح مقطع از فوتون شکل زیرحال اگر همانند 

 :  هیم داشتکنند خوامی

 

𝑑3𝑥 = 𝑑𝐴(𝑐𝑑𝑡) 

 :د آنها به صورت زیر در ارتباط استها با تعدادانیم انرژی فوتونهمچنین می

𝑑𝐸 = 𝑑𝑁 × 𝐸𝛾 = 𝑑𝑁(ℎ𝜈) 

→ 𝑓(𝑥, 𝑝) =
𝑑𝐸

ℎ𝜈𝑐 𝑑𝑡 𝑑𝐴 𝑑3𝑝
 

 :تکانه را در دستگاه کروی بنویسیمحال اگر دیفرانسیل حجم مربوط به 

𝑑3𝑝 = 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 = 𝑝
2𝑑Ω𝑑𝑝 

→ 𝑓(𝑥, 𝑝) =
𝑑𝐸

ℎ𝜈𝑐 𝑑𝑡 𝑑𝐴 𝑝2𝑑Ω 𝑑𝑝
 

 باید تکانه فوتون را حساب کنیم: اکنون

𝑝 =
𝐸

𝑐
=
ℎ𝜈

𝑐
→ 𝑑𝑝 =

ℎ

𝑐
 𝑑𝜈 

𝑑𝐴 



→ 𝑓(𝑥, 𝑝) =
𝑑𝐸

ℎ𝜈𝑐 𝑑𝑡 𝑑𝐴(
ℎ𝜈
𝑐
)
2

𝑑Ω(
ℎ
𝑐
𝑑𝜈)

→ 𝑓(𝑥, 𝑝) =
𝑑𝐸

𝑑𝜈 𝑑𝑡 𝑑𝐴 𝑑Ω

𝑐2

ℎ3𝜈3
 

→ 𝑓(𝑥, 𝑝) =
𝐼

𝜈3
𝑐2

ℎ3
 

کنیم طبق قضایای مربوط به مکانیک هامیلتونی تابع نظر ینگ اگر از انبساط کیهان صرفاما در شرایط لنز

 :کند داریمتوزیع در فضای فاز باید ثابت بماند و از آنجا که فرکانس نور تغییر نمی

𝑓(𝑥, 𝑝) = 𝑐𝑡𝑒 → 𝐼 = 𝑐𝑡𝑒 

ماند، پس شار رسیده از جسم به مساحت ظاهری جسم بستگی دارد. توجه به اینکه قدر سطحی ثابت میبا 

 ،دهد. اگر یک دستگاه مختصات تخت روی صفحه آسمان قرار دهیمشکل زیر، این اثر را به طور کلی نشان می

 :ناشی از تصویر مثبت برابر است بامیزان تقویت نوری 

 

𝑆 = 𝐷𝑆
2𝑑Ω →

𝑆+
𝑆0
=
𝑑Ω+
𝑑Ω0

 

𝐹 ∝ 𝑆 →
𝐹+
𝐹0
=
𝑆+
𝑆0
→ 𝐴+ =

𝜃+𝑑𝜃+𝑑𝜙

𝛽𝑑𝛽𝑑𝜙
→ 𝐴+ =

𝜃+
𝛽

𝑑𝜃+
𝑑𝛽

 

 :یر منفیو همچنین برای تصو

𝐹−
𝐹0
=
𝑆−
𝑆0
→ 𝐴− =

𝜃−𝑑𝜃−𝑑𝜙

𝛽𝑑𝛽𝑑𝜙
→ 𝐴− =

𝜃−
𝛽

𝑑𝜃−
𝑑𝛽

 

 :ر اثر پدیده لنزینگ برابر است بامیزان کل تقویت نوری د در نتیجه

𝐴𝑡 = 𝐴+ + |𝐴−| 



به همین خاطر  ؛برای آن منفی خواهد بود 𝐴شود، ضریب سطح مقطع تصویر دوم کم می ینگچون در اثر لنز

که روشنایی جای ایندر واقع به م.یمطلق میزان افزایش روشنایی را در نظر بگیرتر، قدرباید برای تصویر کوچک

 واقعی را رصد کنیم، مجموع دو روشنایی از دو تصویر را رصد خواهیم کرد.

 :طه عدسی گرانشیراببا توجه به 

𝜃+ =
𝛽 + √𝛽2 + 4𝜃𝐸

2

2
→
𝑑𝜃+
𝑑𝛽

=
1

2
+
1

2

𝛽

√(𝛽)2 + 4𝜃𝐸
2
 

𝜃− =
𝛽 − √𝛽2 + 4𝜃𝐸

2

2
→
𝑑𝜃−
𝑑𝛽

=
1

2
−
1

2

𝛽

√(𝛽)2 + 4𝜃𝐸
2
 

 داریم : ،پس با جایگذاری در رابطه ای که بدست آوردیم

𝐴+ = (
1

2
+
1

2

𝛽

√(𝛽)2 + 4𝜃𝐸
2
)(
𝛽 + √𝛽2 + 4𝜃𝐸

2

2𝛽
) 

→ 𝐴+ =
1

4𝛽
(𝛽 +

𝛽2

√(𝛽)2 + 4𝜃𝐸
2
+ √𝛽2 + 4𝜃𝐸

2 + 𝛽) 

𝐴+ =
1

4𝛽
(2𝛽 +

2𝛽2 + 4𝜃𝐸
2

√(𝛽)2 + 4𝜃𝐸
2
) → 𝐴+ =

1

2
+

2𝛽2 + 4𝜃𝐸
2

2𝛽√(𝛽)2 + 4𝜃𝐸
2
 

𝐴− = (
1

2
−
1

2

𝛽

√(𝛽)2 + 4𝜃𝐸
2
)(
𝛽 − √𝛽2 + 4𝜃𝐸

2

2
) 

→ 𝐴− =
1

4𝛽
(𝛽 −√𝛽2 + 4𝜃𝐸

2 −
𝛽2

√𝛽2 + 4𝜃𝐸
2
+ 𝛽) 

𝐴− =
1

4𝛽
(2𝛽 −

2𝛽2 + 4𝜃𝐸
2

√𝛽2 + 4𝜃𝐸
2
) → 𝐴− =

1

2
−

2𝛽2 + 4𝜃𝐸
2

2𝛽√𝛽2 + 4𝜃𝐸
2
 

→ 𝐴𝑡 = 𝐴+ + |𝐴−| =
𝛽2 + 2𝜃𝐸

2

𝛽√𝛽2 + 4𝜃𝐸
2
 

 :، داریمف کنیمیرزیر تعبه صورت را  𝑢اگر کمیت 

𝑢 =
𝛽

𝜃𝐸
→ 𝐴𝑡 =

𝑢2𝜃𝐸
2 + 2𝜃𝐸

2

𝑢𝜃𝐸√𝑢
2𝜃𝐸
2 + 𝜃𝐸

2
→ 𝐴𝑡 =

𝑢2 + 2

𝑢√𝑢2 + 4
 



 قسمت ب:

ها عموما در فضای خالی حرکت ستارهر ابعاد کهکشانی بسیار زیاد است، ها دکه فاصله ستارهبا توجه به این 

 ای ثابتخواهد شد که ستاره با سرعت زاویهسمان ناظر، یک خط آکنند. پس مسیر حرکت آنها در صفحه می

�̇� ای عدسی و چشمه کند. حال اگر کمترین فاصله زاویهروی آن حرکت می𝛽0 :باشد 

𝛽(𝑡)2 = 𝛽0
2 + �̇�2𝑡2 → 𝛽(𝑡) = √𝛽0

2 + �̇�2𝑡2 

 حال با توجه به رابطه روشنایی:

𝐴𝑡 =
𝛽2 + 2𝜃𝐸

2

𝛽√𝛽2 + 4𝜃𝐸
2
→ 𝐴𝑡 =

𝛽0
2 + �̇�2𝑡2 + 4𝜃𝐸

2

√𝛽0
2 + �̇�2𝑡2√𝛽0

2 + �̇�2𝑡2 + 4𝜃𝐸
2

 

 باشد : 𝑚0اگر قدر ستاره در غیاب اثر لنزینگ 

𝑚 −𝑚0 = −2.5 log
𝐹

𝐹0
→ 𝑚 −𝑚0 = −2.5 log𝐴𝑡 

→ 𝑚(𝑡) = 𝑚0 − 2.5 log

(

 
𝛽0
2 + �̇�2𝑡2 + 4𝜃𝐸

2

√𝛽0
2 + �̇�2𝑡2√𝛽0

2 + �̇�2𝑡2 + 4𝜃𝐸
2

)

  

 قسمت پ:

مینه کای منبع و عدسی کنیم که میزان اختلاف قدر هنگامی بیشینه خواهد شد که فاصله زاویهابتدا ثابت می 

 :گیریمباشد. برای این کار از رابطه افزایش روشنایی مشتق می

𝑑𝐴𝑡
𝑑𝑡

=

2𝛽
𝑑𝛽
𝑑𝑡
(𝛽√𝛽2 + 4𝜃𝐸

2)+
𝑑𝛽
𝑑𝑡
{(√𝛽2 + 4𝜃𝐸

2) +
𝛽2

√𝛽2 + 4𝜃𝐸
2
 } (𝛽2 + 2𝜃𝐸

2)

𝛽2(𝛽2 + 4𝜃𝐸
2) 

 

→
𝑑𝛽

𝑑𝑡
{2𝛽2(𝛽2 + 4𝜃𝐸

2) + (𝛽2 + 4𝜃𝐸
2 + 𝛽2)(𝛽2 + 2𝜃𝐸

2)} = 0 

 :داشته باشیم ایی بیشینه شود، بایدکه اختلاف روشنپس برای این

𝑑𝛽

𝑑𝑡
= 0 

 باشد. 𝛽0باید کمینه و برابر  𝛽پس 



 است با: کمترین قدر و قدر اولیه ستارهبا توجه به نمودار، 

𝑚𝑚𝑖 = 14.39 ,𝑚0 = 15.24 

𝑚𝑚𝑖 −𝑚0 = −2.5 log𝐴𝑡 → 𝐴𝑡 = 2.187 

 :داریم 𝐴𝑡حال با توجه به تعریف 

𝐴𝑡 =
𝑢2 + 2

𝑢√𝑢2 + 4
→ 𝑢2(𝑢2 + 4)𝐴𝑡

2 = (𝑢2 + 2)2 

→ 𝑢4𝐴𝑡
2 + 4𝑢2𝐴𝑡

2 = 𝑢4 + 4𝑢2 + 4 → 𝑢4(𝐴𝑡
2 − 1) + 𝑢2(4𝐴𝑡

2 − 4) − 4 = 0 

 :را به صورت زیر تعریف کنیم، آنگاه 𝑥2اگر کمیت 

𝑥2 = 𝑢4 → 𝑢 = ±√𝑥 → 𝑥2(𝐴𝑡
2 − 1) + 𝑥(4𝐴𝑡

2 − 2) − 4 = 0 

 پس از حل معادله فوق:

𝑢 =
𝛽0
𝜃𝐸
= 0.498 → 𝜃𝐸 =

𝛽0
0.498

→ 𝜃𝐸 = 4.86 × 10
−9 (𝑟𝑎𝑑) 

 :داریم 𝜃𝐸و طبق تعریف 

𝜃𝐸 =
4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝐿𝐷𝑠

→ 𝑀 =
𝜃𝐸
2𝑐2

𝐺

𝐷𝐿𝐷𝑆
𝐷𝐿𝑆

→ 𝑀 = 2.87 × 1031𝑘𝑔  

→ 𝑀 = 14.5 𝑀𝑠𝑢𝑛 

 شوند:طبق رابطه زیر به هم مربوط می �̇�و  𝛽با توجه به این که  قسمت د:

𝛽(𝑡)2 = 𝛽0
2 + �̇�2𝑡2 

را تعیین کنیم. نکته قابل توجه این  �̇�در یک زمان دلخواه،  𝛽توانیم با تعیین دانیم، میرا می 𝛽0و اینکه 

س رسد. پای خود از عدسی میاست که در رابطه بالا، زمان صفر زمانی است که منبع به کمترین فاصله زاویه

ای است اختلاف زمانی بین زمان مشاهده و لحظه 𝑡عبارتی  فت. بهدر نظر گر 𝑡این نکته را نیز باید در تعیین 

 شود.و عدسی کمینه می ای منبعکه فاصله زاویه

 :شودای کمینه میبا توجه به نمودار هنگامی که فاصله زاویه

𝑡0 =  روز 394

 شود:می 15هنگامی که قدر ظاهری منبع برابر و 

𝑡1 =  روز 509



𝑚1 −𝑚0 = −2.5 log𝐴1 = 15 − 15.24 → 𝐴1 = 1.247 

 بدست آوردیم: 𝐴و  𝑢و طبق رابطه ای که بین 

𝑢1
4(𝐴1

2 − 1) + 𝑢1
2(4𝐴1

2 − 4) − 4 = 0 

→ 𝑢1 = 1.160 

 : 𝑢1طبق تعریف 

𝑢1 =
𝛽1
𝜃𝐸
→ 𝛽1 = 5.64 × 10

−9 (𝑟𝑎𝑑) 

→ 𝛽1
2 = 𝛽0

2 + 𝛽(̇ 𝑡1 − 𝑡0)
2 → �̇� =

√𝛽1
2 −𝛽0

2

𝑡1 − 𝑡0
 

→ �̇� = 9.13 × 10−3  (
𝑚𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑐

𝑑𝑎𝑦
) 

 :که بر حسب واحدهای معمول

𝛽 = 3.335  (
𝑚𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑐

𝑦𝑟
) 

 :بخش سوم

  قسمت الف:

شود که شده است، مشخص می ههای بعدی آورددر قسمت با توجه به توضیحات سوال و شکلی که در ادامه و

 است. 𝜂و بردار  𝜒برابر زاویه بین بردار  𝛾زاویه 

 ها را بنویسیم:پس اگر در مثلث شکل بالا رابطه کسینوس

𝐻2 = 𝜂2 + 𝜒2 − 2𝜂𝜒 cos 𝛾 

 و با توجه به شکل:

𝜂 = 𝛽𝐷𝑆 

𝜒 = 𝜃𝐷𝑆 

𝐻 = 𝛼𝐷𝐿𝑆 



 

با آن چیزی که در بخش اول گفته  𝜂های قبلی است. و همچنین در بخش 𝛿همان زاویه انحراف یا  𝛼که 

 شده بود متفاوت است. 

→ (𝛽𝐷𝑆)
2 + (𝜃𝐷𝑆)

2 − 2(𝛽𝐷𝑆)(𝜃𝐷𝑆) cos 𝛾 = (𝛼𝐷𝐿𝑆)
2 

→ 𝛽2 + 𝜃2 − 2𝛽𝜃 = 𝛼2
𝐷𝐿𝑆
2

𝐷𝑆
2   

 :داریم 𝛼و با جایگذاری 

𝛼2
𝐷𝐿𝑆
2

𝐷𝑆
2 = (

4𝐺𝑀

𝑏𝑐2
 )
2𝐷𝐿𝑆

2

𝐷𝑆
2 → 𝛼

2
𝐷𝐿𝑆
2

𝐷𝑆
2 = (

4𝐺𝑀

𝜃𝐷𝐿𝑐
2 )

2𝐷𝐿𝑆
2

𝐷𝑆
2  

→ 𝛼2
𝐷𝐿𝑆
2

𝐷𝑆
2 = (

4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑆𝐷𝐿

)
2 1

𝜃𝐸
2 → 𝛼

2
𝐷𝐿𝑆
2

𝐷𝑆
2 =

𝜃𝐸
4

𝜃2
 

→ 𝛽2 + 𝜃2 − 2𝛽𝜃 cos 𝛾 =
𝜃𝐸
4

𝜃2
→ 𝜃𝐸

4 = 𝜃4 + 𝛽2𝜃2 − 2𝛽𝜃3 cos 𝛾 



 :قسمت ب

ر نظها صحبت کرده، نباید از انبساط کیهان صرفدر این قسمت چون صورت سوال از قرمزگرایی کهکشان 

 ای به جای فواصل معمولی استفادهاگر اثر انبساط کیهان را در نظر بگیریم باید از فاصله قطر زاویهکنیم و 

 دانیم تعریف این فاصله به صورت زیر است:کنیم. می

𝑑𝐴 = 𝑎𝜒 

 و طبق تعریف :

∫
𝑑𝜒

√1 − 𝑘𝜒2
= ∫

𝑐𝑑𝑡

𝑎(𝑡)

𝑡0

𝑡

𝜒

0

 

 :و چون جهان تخت است

𝜒 = ∫
𝑐𝑑𝑡

𝑎(𝑡)

𝑡0

𝑡

 

 :کنیمرا حساب می 𝑎(𝑡)از معادله فریدمان استفاده کرده و  افوق، ابتدبرای محاسبه انتگرال 

(
�̇�

𝑎
)

2

=
8𝜋𝐺

3
𝜌 → (

�̇�

𝑎
)

2

=
8𝜋𝐺

3
(𝜌0,𝑚𝑎

−3 + 𝜌0,Λ) 

 :برابری ماده و انرژی تاریک داریمدر زمان 

𝜌0,𝑚𝑎𝑚Λ
−3 = 𝜌0,Λ → 𝑎𝑚Λ = (

𝜌0,𝑚
𝜌0,Λ

)

1
3

 

 :با توجه به تعریف پارامتر چگالی و

Ω0,𝑖 =
8𝜋𝐺𝜌0,𝑖

3𝐻0
2 → 𝑎𝑚Λ = (

Ω0,𝑚
Ω0,Λ

)

1
3

 

→ (
�̇�

𝑎
) = √𝐻0

2(Ω0,𝑚𝑎
−3 + Ω0,Λ) →

1

𝑎

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 𝐻0√Ω0,𝑚𝑎

−3 + Ω0,Λ 

→ ∫
1

𝑎

𝑑𝑎

√Ω0,𝑚𝑎
−3 + Ω0,Λ

𝑎

0

= ∫ 𝐻0𝑑𝑡
𝑡

0

 

Ω0,𝑚𝑎اگر از جمله 
 :، داریمدر عبارت زیر رادیکال فاکتور بگیریم 3−



∫
1

𝑎

𝑑𝑎

√Ω0,𝑚𝑎
−3√1+

Ω0,Λ
Ω0,𝑚

𝑎3

𝑎

0

= ∫ 𝐻0𝑑𝑡
𝑡

0

→ ∫
1

√Ω0,𝑚

√𝑎𝑑𝑎

√1 + (
𝑎
𝑎𝑚Λ

)
3
= 𝐻0𝑡

𝑎 

0

 

 :کنیممحاسبه انتگرال از تغییر متغیر زیر استفاده میبرای 

(
𝑎

𝑎𝑚Λ
)
3

= sinh𝑥2 → 𝑎
3
2 = 𝑎𝑚Λ

3
2 sinh 𝑥 →

3

2
√𝑎𝑑𝑎 = 𝑎𝑚Λ

3
2 cosh 𝑥 𝑑𝑥 

→ ∫
1

√Ω0,𝑚

√𝑎𝑑𝑎

√1 + (
𝑎
𝑎𝑚Λ

)
3
=

𝑎 

0

∫
1

√Ω0,𝑚

2
3
𝑎
𝑚Λ

3
2 cosh𝑥 𝑑𝑥

√1 + sinh𝑥2

𝑎 

0

 

 :طبق اتحاد زیر داریم

cosh2 𝑥 − sinh2 𝑥 = 1 → cosh𝑥 = √1 + sinh𝑥2 

→ ∫
1

√Ω0,𝑚

√𝑎𝑑𝑎

√1 + (
𝑎
𝑎𝑚Λ

)
3
=

𝑎 

0

2𝑎𝑚Λ

3
2

3√Ω0,𝑚
∫ 𝑑𝑥
𝑎

0

 

→ ∫
1

√Ω0,𝑚

√𝑎𝑑𝑎

√1 + (
𝑎
𝑎𝑚Λ

)
3
=
2𝑎𝑚Λ

3
2

3√Ω0,𝑚
𝑥 =

2𝑎𝑚Λ

3
2

3√Ω0,𝑚
sinh−1 (

𝑎

𝑎𝑚Λ
)

3
2

𝑎 

0

 

→ 𝐻0𝑡 =
2𝑎𝑚Λ

3
2

3√Ω0,𝑚
sinh−1 (

𝑎

𝑎𝑚Λ
)

3
2
 

 م:استفاده کنی 𝑎𝑚Λاگر از تعریف 

𝐻0𝑡 =
2

3√Ω0,Λ
sinh−1 (

𝑎

𝑎𝑚Λ
)

3
2
→ 𝑎(𝑡) = 𝑎𝑚Λ (sinh(

3

2
𝐻0√Ω0,Λ𝑡))

2
3

 

 :کنیمبه نحو زیر عمل می 𝜒برای محاسبه 

𝜒 = ∫
𝑐𝑑𝑡

𝑎(𝑡)

𝑡0

𝑡

=
𝑐

𝑎𝑚Λ
∫

𝑐𝑑𝑡

(sinh(
3
2
𝐻0√Ω0,Λ𝑡))

2
3

𝑡0

𝑡

 



 و با استفاده از تغییر متغیر زیر:

3

2
𝐻0√Ω0,Λ𝑡 = 𝑤 → 𝑑𝑡 =

2

3𝐻0

1

√Ω0,Λ
𝑑𝑤 

→ 𝜒 =
𝑐

𝑎𝑚Λ
 
2

3𝐻0

1

√Ω0,Λ
∫

𝑑𝑤

sinh
2
3𝑤

𝑡0

𝑡

 

 عددی محاسبه کرد.توان مقدار آن را به صورت و تنها میانتگرال فوق، جواب تحلیلی ندارد 

را  𝑧1متناظر با  هایم. فاصله همراحل کرده 𝑧2و  𝑧1حال فرض کنید که رابطه فوق را به صورت عددی برای 

 :. یعنینامیممی 𝐷𝑆را    𝑧2اظر با نتو فاصله همراه م 𝐷𝐿با 

𝜒(𝑧1) = 𝐷𝐿  , 𝜒(𝑧2) = 𝐷𝑆 

 :ه منبع از دید عدسی برابر است بافاصله همرا

𝜒3 = 𝜒(𝑧2) − 𝜒(𝑧1) → 𝜒3 = 𝐷𝑆 −𝐷𝐿 ≡ 𝐷𝐿𝑆 

باید قرمز گرایی منبع از دید عدسی را  که در بخش اول معرفی کردیم 𝑦و  𝑥های حال برای محاسبه پارامتر

 𝑎1ناظر متناظر با ضریب مقیاس  𝑡0حساب کنیم. برای این کار اگر ناظر را روی عدسی قرار دهیم، زمان 

 گرایی:. پس طبق تعریف قرمزخواهد بود

1 + 𝑧 =
𝑎(𝑡)

𝑎(𝑡0)
→ 1 + 𝑧 =

𝑎2
𝑎1
→ 1+ 𝑧 =

1 + 𝑧1
1 + 𝑧2

 

 ی منبع از دید عدسی را حساب کنیم.ام دادیم که باید فاصله قطر زاویهاین کار را به این خاطر انجا

𝑑𝑆 =
𝐷𝑆

1 + 𝑧2
 

𝑑𝐿 =
𝐷𝐿

1 + 𝑧1
 

𝑑𝐿𝑆 =
𝐷𝐿𝑆
1 + 𝑧

=
𝐷𝐿𝑆
1 + 𝑧1

(1 + 𝑧2) 

 :کاری که در بخش اول انجام دادیم ای است. پس همانندهمان فاصله قطر زاویه 𝑑که 

𝑥 = 𝛽𝑑𝑆 → 𝑥 = 𝛽
𝐷𝑆

1 + 𝑧2
  

𝑦 = 𝛿𝑑𝐿𝑆 → 𝑦 = 𝛿
𝐷𝐿𝑆
1 + 𝑧1

(1 + 𝑧2) 



𝑥 + 𝑦 = 𝜃𝑑𝑆 → 𝑥 + 𝑦 = 𝜃
𝐷𝑆

1 + 𝑧2
 

 : 𝛿و   𝑦و  𝑥و با جایگذاری 

𝛽
𝐷𝑆

1 + 𝑧2
+ 𝛿

𝐷𝐿𝑆
1 + 𝑧1

(1 + 𝑧2) = 𝜃
𝐷𝑆

1 + 𝑧2
 

→
4𝐺𝑀

𝑏𝑐2
𝐷𝐿𝑆
1 + 𝑧1

(1 + 𝑧2) =
𝐷𝑆

1 + 𝑧2
(𝜃 − 𝛽) 

 :اریمد 𝑏دانیم برای و می

𝑏 = 𝜃𝑑𝐿 → 𝑏 = 𝜃
𝐷𝐿

1 + 𝑧1
 

→
4𝐺𝑀

𝑐2
1 + 𝑧1
𝜃𝐷𝐿

𝐷𝐿𝑆
1 + 𝑧1

(1 + 𝑧2) =
𝐷𝑆

1 + 𝑧2
(𝜃 − 𝛽) 

→
4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝐿𝐷𝑆

(1 + 𝑧2)
2 = 𝜃2 − 𝜃𝛽 

𝜃𝐸اگر 
 :را به صورت زیر تعریف کنیم ′

𝜃𝐸
′ 2 =

4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝐿𝐷𝑆

(1 + 𝑧2)
2 → 𝜃𝐸

′ = 𝜃𝐸(1 + 𝑧2) 

 :خواهیم داشت

𝜃𝐸
′ 2 = 𝜃2 − 𝜃𝛽 → 𝜃2 − 𝜃𝛽 − 𝜃𝐸

′ 2 = 0 

→ 𝜃± =
𝛽

2
±√(

𝛽

2
)

2

− 𝜃𝐸
′ 2 

 قسمت پ:

 :شوندمربوط می 𝜃و  𝛽به صورت زیر به  𝜒و  𝜂های با توجه به شکل، بردار

𝛽 ≡
𝜂

𝐷𝑆
 

𝜃 ≡
𝜒

𝐷𝑆
 

 :شوندنیز به صورت زیر به هم مربوط می �̂�و  𝐻و با توجه به شکل، بردار 



�̂� =
�⃗⃗⃗�

𝐷𝐿𝑆
 

 :و با توجه به شکل

 

�⃗⃗⃗� = 𝜒 − 𝜂 

→ (𝜃 − 𝛽)𝐷𝑆 = �̂�𝐷𝐿𝑆 → 𝜃 − 𝛽 = �̂�
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑆

 

→ 𝜃 − 𝛽 = �⃗� 

 :های گستردهبرای جسم �̂�توضیح مختصری در رابطه با محاسبه 

همان صورتی که در ای باشد، براساس معادلات نسبیت عام زاویه انحراف آن به در حالتی که عدسی نقطه

 �̂�های گسترده محاسبات مربوط به زاویه های قبل استفاده کردیم محاسبه خواهد شد. اما برای عدسیقسمت

در نظر  اینقطه هایتوان تعداد بیشماری از لنزییده تر خواهد شد. در واقع هر جسم گسترده را مچکمی پی

 دهند. گرفت که عدسی را تشکیل می



 :را به صورت زیر در نظر بگیرید 𝜓ابتدا کمیت 

𝜓(𝑏) =
4𝐺𝑀

𝑐2
ln 𝑏 

�̂� توان به صورت زیر برحسب می ایرا برای جسم نقطه𝜓(𝑏) بیان کرد: 

�̂�(𝑏) =
𝑑𝜓(𝑏)

𝑑𝑏
=
4𝐺𝑀

𝑏𝑐2
 

توان فرض کرد که مسیر حرکت نور، دو کوچک باشد، می 𝐷𝐿𝑆و  𝐷𝐿عدسی در مقایسه با هنگامی که ابعاد 

 توانای در آن رخ داده است. در این صورت میخط راست است که یک شکستگی یا انحراف در محل جرم نقطه

ب، یرای در نظر گرفت. به این تقهای ناشی از بیشمار جرم نقطهحراف کلی پرتو نور را به صورت جمع انحرافان

توان نشان ریب میقگویند. با استفاده از این ت (𝑡ℎ𝑖𝑛 𝑙𝑒𝑛𝑠 𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)تقریب عدسی باریک 

 :برابر است با 𝜓(�⃗⃗�)داد که 

𝜓(�⃗⃗�) =
4𝐺

𝑐2
∫𝜎(�⃗⃗�) ln|�⃗⃗�′ − �⃗⃗�|𝑑𝑆′ 

 :از مرکز عدسی برابر است با �⃗⃗�پس زاویه انحراف نور، یک کمیت برداری است که مقدار آن در فاصله 

�̂�(�⃗⃗�) = 𝛁𝜓(�⃗⃗�) 

نامند. رابطه فوق، یک رابطه کلی برای اجسام گسترده است که در حالت را پتانسیل لنزینگ می𝜓(�⃗⃗�)  کمیت

یه د، رابطه مربوط به پتانسیل لنزینگ بسیار شبیکنطور که مشاهده میهمان شود.کلی با کامپیوتر محاسبه می

ی اخواهیم نشان دهیم که قضیهاما می شود.به پتانسیل گرانشی است با این تفاوت که در دو بعد محاسبه می

 همانند قضیه پوسته برای این نوع پتانسیل نیز برقرار است. 

داشته  (𝑎𝑥𝑖𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐)ارن سمتی طبق قضیه پوسته برای پتانسیل لنزینگ، اگر لنز مورد نظر ما تق

میخواهیم نشان دهیم که  .، بستگی دارد 𝑅باشد، چگالی سطحی، تنها به فاصله تصویر شده از مرکز تصویر، 

هایی است از مرکز جسم عبور میکند، تنها ناشی از جرم 𝑏زاویه انحراف در این حالت برای پرتویی که از فاصله 

های بیرونی در انحراف قرار دارند. یعنی همانند قضیه پوسته برای گرانش، جرم 𝑏به شعاع  که داخل یک دایره

 های درونی است.پرتو نقشی ندارند و انحراف پرتو تنها ناشی از جرم

 اثبات:

اگر شکل عدسی به صورت یک حلقه دایروی با چگالی یکنواخت باشد، پرتو در نهایت کنیم که تدا ثابت میاب

در شکل  𝑆برای این اثبات، پرتو نوری را در نظر بگیرید که از نقطه هیچ انحرافی در مسیرش رخ نخواهد داد. 

لی تقسیم کنیم، برای هر المان همانند شکل زیر یک یهای دیفرانساگر این حلقه را به المان گذرد.زیر می



  کنند.وجود دارد که پرتو را در دو جهت مخالف منحرف می 𝑆المان نیز درست مقابل آن نسبت به نقطه 

با توجه به اینکه چگالی ند. یند متقابل به راس و با هم برابرآبوجود می 𝑆ای که در راس دانیم که دو زاویهمی

 :ثابت است

𝛿𝑚𝐴 = 𝜆𝑟𝐴𝛿𝜃𝐴 

𝛿𝑚𝐵 = 𝜆𝑟𝐵𝛿𝜃𝐵 

نیز با هم  𝛿𝜃𝐵و  𝛿𝜃𝐴دانیم که است. همچنین می 𝑆فاصله المان از نقطه  𝑟چگالی سطحی حلقه و  𝜆که 

 :. پس داریمبرابر هستند

 

𝛿𝑚𝐴
𝛿𝑚𝐵

=
𝑟𝐴
𝑟𝐵
→
𝑑𝑚𝐴
𝑑𝑚𝐵

=
𝑆𝐴

𝑆𝐵
 

 : و برای زاویه انحراف نیز داریم

𝛼𝐴 =
4𝐺𝛿𝑚𝐴
𝑏𝐴𝑐

2 → 𝛼𝐴 =
4𝐺

𝑐2
𝛿𝑚𝐴
𝑆𝐴

 

𝛼𝐵 =
4𝐺𝛿𝑚𝐵
𝑏𝐵𝑐

2
→ 𝛼𝐵 =

4𝐺

𝑐2
𝛿𝑚𝐵
𝑆𝐵

 

→
𝛼𝐴
𝛼𝐵
=
𝛿𝑚𝐴
𝛿𝑚𝐵

𝑆𝐵

𝑆𝐴
→ 𝛼𝐴 = 𝛼𝐵 

شود. پس از آن دور می هنزدیک شده سپس به همان انداز 𝐴به نقطه  𝛼𝐴پس برای هر دو المان، نور به اندازه 

 :است 0در داخل حلقه  𝛼با توجه به این که  آید.کل هیچ انحرافی برای پرتو نوری بوجود نمیدر 

𝛼 = 0 → 𝛁𝜓(�⃗⃗�) = 0 → 𝜓(�⃗⃗�) = 𝑐𝑡𝑒 



 :باشد 𝑎را برای مرکز حلقه حساب کرد. اگر شعاع حلقه  𝜓و به راحتی میتوان 

𝜓(�⃗⃗�) =
4𝐺

𝑐2
∫𝜎(�⃗⃗�) ln|�⃗⃗�′ − �⃗⃗�|𝑑𝑆′ 

�⃗⃗�خواهیم پس را در مرکز می 𝜓با توجه به اینکه در  =  است و داریم: 0

𝜓(0) =
4𝐺

𝑐2
 ∫ 𝜎 ln 𝑎 𝑑𝑠 → 𝜓(0) =

4𝐺𝑀𝑟𝑖𝑛𝑔
𝑐2

ln𝑎 

 :یمثابت است همواره دار 𝜓و چون 

𝜓(𝑅 < 𝑎) =
4𝐺𝑀

𝑐2
ln 𝑎 

گذرد، زاویه انحراف همانند این است که کل کنیم که برای پرتویی که از بیرون یک حلقه میحال ثابت می

𝑅در فاصله  هیم نشان دهیم که پتانسیل لنزینگخوایجرم حلقه در مرکز آن متمرکز شده باشد. م > 𝑎  از

که در داخل  ′𝑃پتانسیل لنزینگ در نقطه یا  𝜓′(𝑃′)برابر است با ،  𝑀 ، 𝜓(𝑃)یک حلقه یکنواخت به جرم 

 قرار دارد. به شکل زیر توجه کنید. 𝑅و شعاع  𝑀یک حلقه به جرم 

 

 :برابر است با ′𝑄در شکل سمت چپ، پتانسیل ناشی از یک المان در نقطه 

𝜓(�⃗⃗�) =
4𝐺

𝑐2
∫𝜎(�⃗⃗�) ln|�⃗⃗�′ − �⃗⃗�|𝑑𝑆′ = ∫ ln|�⃗⃗�′ − �⃗⃗�|𝑑𝑚 

→ 𝛿𝜓(𝑃) =
4𝐺

𝑐2
𝛿𝑚 ln|𝑥(𝑃) − 𝑥(𝑄′)| → 𝛿𝜓(𝑃) =

4𝐺

𝑐2
𝑀𝛿𝜃

2𝜋
ln|𝑥(𝑃) − 𝑥(𝑄′)| 

 :برابر است با ′𝑃در محل  𝑄در شکل سمت راست، سهم پتانسیل ناشی از المان جرمی در نقطه 

𝛿𝜓(𝑝′) =
4𝐺

𝑐2
𝑀𝛿𝜃

2𝜋
ln|𝑥(𝑃′) − 𝑥(𝑄)| 



 :دانیممی 𝑂𝑃′𝑄و  ′𝑂𝑃𝑄بر تساوی دو مثلث و بنا

𝑃𝑄′ = 𝑃′𝑄 → 𝛿𝜓(𝑃) = 𝛿𝜓′(𝑃′) 

 :، داریمروی کل حلقه انجام دهیمرا کار  این حال اگر

𝜓(𝑃) = 𝜓′(𝑃′) → 𝜓(𝑃) =
4𝐺𝑀

𝑐2
ln 𝑅 

های بیرونی هیچ انحرافی توان به تعداد بیشماری حلقه تقسیم کرد. حلقهحال هر جرم با تقارن سمتی را می

 𝑏پس انحراف نوری که از فاصله  .کنندای رفتار مینیز همانند جرم نقطههای درونی کنند و حلقهایجاد نمی

توان به پس می قرار دارد. 𝑏ای به شعاع گذرد، تنها ناشی از جرمی است که درون دایرهاز مرکز جسم می

 راحتی برای هر مدل دلخواه، میزان زاویه انحراف را حساب کرد.

 قسمت ت:

ه چگالی سطحی کهکشان است اما در عبارت داد 𝜎انه در صورت سوال به اشتباه ذکر شده است که فمتاس

ت. گذار نیسبته اشتباه فوق در حل سوال تاثیرای در کهکشان است. الهای دایرهمعیاری از سرعت مدار 𝜎 شده

 :تابع چگالی زیر بوده استمدل داده شده برای 

𝜌(𝑟) =
𝜎2

2𝜋𝐺𝑟2
 

خواهیم زاویه انحراف داده شده در صورت سوال را اثبات کنیم. ابتدا چگالی سطحی تمرین میحال به عنوان 

 :دانیم. میآوریمرا بر حسب فاصله از مرکز بدست می

𝜇 = ∫ 𝜌(𝑟)𝑑𝑧 = 2∫ 𝜌 (√𝑅2 + 𝑧2)𝑑𝑧 → 𝜇 = 2∫
𝜎2

2𝜋𝐺

𝑑𝑧

𝑅2 + 𝑧2

∞

0

∞

0

∞

−∞

 

 یر زیر داریم:غکه با تغیر مت

𝑧2 = 𝑅2 tan2 𝜃 → 𝑧 = 𝑅 tan 𝜃 → 𝑑𝑧 = 𝑅𝑠𝑒𝑐2𝜃𝑑𝜃 

→ 𝜇 = 2∫
𝜎2

2𝜋𝐺𝑅2
𝑅𝑠𝑒𝑐2𝜃𝑑𝜃

1 + tan2 𝜃

∞

0

→ 𝜇 =
𝜎2

𝜋𝐺𝑅
∫

𝑠𝑒𝑐2𝜃𝑑𝜃

1 + tan2 𝜃

∞

0

  

 و با محاسبه انتگرال فوق:

𝜇 =
𝜎2

𝜋𝐺𝑅
×
𝜋

2
→ 𝜇 =

𝜎2

2𝐺𝑅
 

 :برابر است با 𝑏حال جرم درون یک دایره به شعاع 



𝑑𝑚 = 2𝜋𝑅𝜇𝑑𝑅 → 𝑑𝑚 = 2𝜋𝑅
𝜎2

2𝐺𝑅
𝑑𝑅 → 𝑑𝑚 =

𝜋𝜎2

𝐺
𝑑𝑅 

→ 𝑀(𝑅 < 𝑏) =
𝜋𝜎2

𝐺
𝑏 

 :ریماز آنجا که دا

�̂�(�⃗⃗�) = 𝛁𝜓(�⃗⃗�) 

 :خواهیم داشتباشد،  𝑏تنها تابع  𝜓(�⃗⃗�)پس هنگامی که 

𝛁𝜓(�⃗⃗�) =
𝜕𝜓

𝜕𝑏
 �̂� 

 خواهد بود. �̂�و در جهت  𝑏هایی که تقارن سمتی دارند، تابعی از برای کهکشان �̂�(�⃗⃗�)پس 

 : بنابراین

�̂�(𝑏) =
4𝐺𝑀(𝑅 < 𝑏)

𝑏𝑐2
 �̂� → �̂� =

4𝜋𝜎2

𝑐2
 �̂� 

 :شکل زیرحال با توجه به 

𝜉 = 𝑏�̂� , 𝜃 =
𝜉

𝐷𝐿
 

نیز در یک جهت  �̂�و  𝜃باشند، پس جهت مینیز هم 𝜃و  𝜉در یک جهت قرار دارند و  �̂�و  𝜉از آنجا که 

 توان نوشت:هستند. یعنی می

�̂� =
4𝜋𝜎2

𝑐2
 �̂� → �̂� =

4𝜋𝜎2 

𝑐2
 �̂� 

 کنیم:را در معادله عدسی جایگذاری می �̂�حال 

𝜃 − 𝛽 = �̂�
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑆

→ 𝜃 − 𝛽 =
4𝜋𝜎2 

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑆

𝜃

𝜃
  

 را به صورت زیر تعریف کنیم، داریم: 𝜃𝐸اگر 

𝜃𝐸 =
4𝜋𝜎2 

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝑆

→ 𝛽 = 𝜃 (1 −
𝜃𝐸
𝜃
) 

 



 

 

 :قسمت ت

که ابعاد ستاره نوترونی و سیاره کوچک است، پس احتمال این که همگرایی گرانشی رخ دهد با توجه به این

باشند. حال فرض کنید پرتوی تابش شده از ستاره  هنگامی است که ستاره و سیاره و ناظر روی یک خط

نوترونی به سطح سیاره رسیده و بازتاب شده و بازتاب آن پس از منحرف شدن به ما رسیده است. برای آن که 

 :، باید داشته باشیمقادر به تفکیک ستاره و سیاره باشد تلسکوپ هابل

𝜃 = 𝜃𝐻 

 :داریم 𝑥توان تفکیک تلسکوپ هابل است. با توجه به طول موج پرتو  𝜃𝐻که 

𝜃𝐻 = 1.22
𝜆𝑥
𝐷
→ 𝜃 = 𝜃𝐻 = 5.083 × 10

−10(𝑟𝑎𝑑) 

 :فاصله ستاره نوترونی از ما داریمبا توجه به 

𝑂𝑆 = 50 𝑘𝑝𝑐 → 𝑏 = 𝜃 × 𝑂𝑆 = 7.85 × 1011 𝑚 

 :انحراف پرتو ورودی برابر است با پس زاویه



𝛿 =
4𝐺𝑀

𝑏𝑐2
→ 𝛿 = 2.63 × 10−8 

 :و با توجه به شکل

𝜙 + 𝜃 = 𝛿 → 𝜙 = 𝛿 − 𝜃 → 𝜙 = 2.578 × 10−8 

 

 :داریم 𝑃𝑁𝑆و در مثلث 

𝜙 =
𝑏

𝑎
→ 𝑎 =

𝑏

𝜙
→ 𝑎 = 3.045 × 1019 𝑚 → 𝑎 = 0.985 𝑘𝑝𝑐  

توان باشد که عملا غیر ممکن است. در واقع می 𝑘𝑝𝑐 0.985پس شعاع مداری سیاره برای این کار، باید برابر 

 کند.که اگر سیاره آنجا باشد احتمالا فرار می  نتیجه پی بردبا محاسبه سرعت فرار به این 

𝑣𝑒𝑠𝑐 = 2.95 
𝑘𝑚

𝑠
 

 

 



 سوال امتیازی :

اند و چون این ساختار خارج از کهکشان های ماژلانی، عموما در راستای خط دید ما گسترده شدههای ابرستاره

نور این ستارگان را خمیده کنند. توانند میهای موجود در هاله کهکشان، راه شیری قرار دارد، ستارگان و جرم

برای محاسبه این توان در فاصله یکسانی از ناظر در نظر گرفت. های آن را میستاره 𝐿𝑀𝐶با توجه به ساختار 

 𝐴کند. اگر سطح مقطع مخروط روطی را در نظر بگیرید که ناظر را به صفحه عدسی وصل میاحتمال، مخ

 :جود در این ناحیه برابر است باهای موباشد، تعداد عدسی

𝑑𝑁 = 𝑛(𝐷𝐿)𝐴𝑑𝐷𝐿 

تر از ای کمها در فاصله زاویههاست، حال باید ببینیم برای این که ستارهچگالی عددی مربوط به عدسی 𝑛که 

𝜃𝐸  از عدسی باشند، چه مساحتی از𝐴 ای عدسی و چشمه از را باید اشغال کنند. احتمال این که فاصله زاویه

𝜃𝐸  کمتر شود، برابر این است که چشمه درون یک دایره به شعاع𝜃𝐸  قرار دارد که مرکز دایره بر روی عدسی

 :ها روی آن هستند برابر است باای که عدسیاست. شعاع این دایره در صفحه

𝑅𝐸 = 𝐷𝐿𝜃𝐸 → 𝑅𝐸 = 𝐷𝐿√
4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿𝑆
𝐷𝐿𝐷𝑆

→ 𝑅𝐸 = √
4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿(𝐷𝑆 − 𝐷𝐿)

𝐷𝑆
 

 :ها برابر است باه عدسیفحروی ص 𝑅𝐸ای به شعاع مساحت دایره

𝑆𝐸 = 𝜋𝑅𝐸
2 → 𝑆𝐸 =

4𝜋𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿(𝐷𝑆 − 𝐷𝐿)

𝐷𝑆
 

 :ها برابر است باهای تشکیل شده برای یک المان تعداد از عدسیپس مساحت کل دایره

𝑑𝑆 = 𝑆𝐸𝑑𝑁 → 𝑑𝑆 = 𝑛𝐴
4𝜋𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿(𝐷𝑆 −𝐷𝐿)

𝐷𝑆
𝑑𝐷𝐿 

 قابل مشاهده باشند برابر است با: 𝐴در مساحت  هااین دایره کهو احتمال این

𝑑𝑝 =
𝑑𝑆

𝐴
→ 𝑑𝑝 = 𝑛

4𝜋𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝐿(𝐷𝑆 −𝐷𝐿)

𝐷𝑆
𝑑𝐷𝐿 

 :، داریمهاستچگالی عددی عدسی 𝑛جرم عدسی و  𝑀چون 

𝑛𝑀 = 𝜌(𝐷𝐿) 

در نهایت احتمال رخ دادن  و به چگالی در هاله بستگی دارد.پس این احتمال مستقل از جرم عدسی بوده 

 :های موجود در هاله برابر است باهمگرایی برای کل عدسی



𝑝 =
4𝜋𝐺

𝐷𝑆𝑐
2
∫𝜌(𝐷𝐿)𝐷𝐿(𝐷𝑆 − 𝐷𝐿)𝑑𝐷𝐿 

 کنید. بتوانید به عنوان مثال برای چگالی ثابت مقدار احتمال فوق را حساو برای محاسبه عددی نیز می
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